http://antibotan.com/ - Всеукраїнський студентський архів

Лабораторна робота №6
Оптимізаційні задачі 
2. Особливості задач оптимізації
Якщо графік цільової функції паралельний графіку одного з обмежень, для ЦФ буде існувати велика кількість оптимальних рішень. Але розхід ресурсів при максимумі ЦФ в різних точках є різним. 

Нехай дано цільову функцію
  (ЦФ) Z=7x1+21x2, а також обмеження
x1+3x2≤12
2x1+x2≤11,5
x1≥0, x2≥0
Потрібно максимізувати ЦФ.

Результат графічного розв’язання наведено на рис.1
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Рис.1
У цьому випадку при переміщенні графіка ЦФ у напряму вектору зростання ЦФ до границі полігона дозвільних рішень, пряма ЦФ співпаде з графіком першого обмеження. Таким чином, оптимальним рішенням є всі точки відрізку АВ.


Для аналітичного находження оптимуму дослідимо границі знайденого відрізку – точки А та В. Точка А знаходиться на перетині прямих x1+3x2=12 та 2x1+x2=11,5. Обчислимо координати точки А методом підстановок, у результаті отримаємо: х1=4,5; х2=2,5.

Точка В знаходиться на перетині прямої x1+3x2=12 та прямої x1=0. Її координати х1=0, х2=4.

Значення ЦФ, тобто, наприклад, прибуток у точках А та В однаковий, але розхід ресурсів може бути різним.

Підставимо координати точки А у ліві частини обмежень на ресурси (перше та друге обмеження):

 x1+3x2= 4,5 + 3*2,5 = 12.
Можливий розхід ресурсу не більший за 12 одиниць, а при підстановці отримали також 12, тобто цей ресурс вичерпано повністю.

Друге обмеження виглядає так: 2x1+x2≤11,5. Розрахунок використання ресурсу дає: 2x1+x2 = 2*4,5 + 2,5 = 11,5. Бачимо, що другій ресурс також вичерпано повністю. 

Тепер підставимо координати точки В у ліві частини обмежень.

x1+3x2= 0 + 3*4 = 12. Перший ресурс також використано повністю.

2x1+x2 = 2*0 + 4 = 4. Вийшло 4 < 11,5, тобто другій ресурс в точці В можна зекономити (а саме на 11,5 – 4 = 7,5 одиниць).

Кількість одиниць зекономленого ресурсу необхідно вказати у звіті.
Висновок: оптимальними є значення х1=0, х2=4, ЦФ=84.

Якщо розв’язувати цю задачу за допомогою Excel, то не завжди буде вибрано точку оптимуму. Це відбувається тому, що Excel не враховує економію ресурсів, а тільки максимізує ЦФ. На всьому відрізку АВ цільова функція приймає максимальне значення. Тому Excel у якості відповіді запише будь-яку точку, що належить відрізку АВ (це залежить від початкових значень х1 та х2). Треба зауважити, що ця особливість є недоліком Excel.
	Варіант
	Цільова ф.
	Обмеження
	Варіант
	Цільова ф.
	Обмеження

	1
	Z=6x1+2x2
	x1≥0, x2≥0

x1+10x2≤35

3x1+x2≤18
	12
	Z=1,5x1+6x2
	x1≥0, x2≥0

x1+4x2≤18
8x1+5x2≤36

	2
	Z=0,6x1+x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+5x2≤25
7x1+x2≤21
	13
	Z=x1+0,8x2
	x1≥0, x2≥0

4x1+9x2≤40,5

5x1+4x2≤32,5

	3
	Z=2,5x1+x2
	x1≥0, x2≥0

x1+3x2≤10,5
5x1+2x2≤33
	14
	Z=5x1+15x2
	x1≥0, x2≥0

x1+3x2≤10,5

8x1+3x2≤42

	4
	Z=18x1+14x2
	x1≥0, x2≥0

9x1+7x2≤49
3x1+x2≤13
	15
	Z=2x1+0,4x2
	x1≥0, x2≥0

5x1+6x2≤25
5x1+x2≤12,5

	5
	Z=6x1+2x2
	x1≥0, x2≥0

5x1+6x2≤33
3x1+x2≤12
	16
	Z=1,5x1+12x2
	x1≥0, x2≥0

x1+8x2≤56
3x1+x2≤18,5

	6
	Z=0,5x1+2x2
	x1≥0, x2≥0

x1+4x2≤12
6x1+7x2≤38
	17
	Z=3x1+4x2
	x1≥0, x2≥0

6x1+8x2≤18

1,5x1+2x2≤10

	7
	Z=6x1+2x2
	x1≥0, x2≥0

x1+9x2≤56,5
3x1+x2≤13,5
	18
	Z=2x1+4x2
	x1≥0, x2≥0

2,5x1+2x2≤22

1x1+2x2≤16

	8
	Z=3,5x1+7x2
	x1≥0, x2≥0

1x1+2x2≤12
8x1+7x2≤60
	19
	Z=3x1+3,2x2
	x1≥0, x2≥0

5,5x1+2,5x2≤19

6x1+6,4x2≤15

	9
	Z=4x1+1,5x2
	x1≥0, x2≥0

4x1+5x2≤30
8x1+3x2≤32
	20
	Z=3x1+5x2
	x1≥0, x2≥0

1,5x1+2,5x2≤14

x1+3x2≤11

	10
	Z=1x1+1,6x2
	x1≥0, x2≥0

5x1+8x2≤52
5x1+2x2≤28
	21
	Z=3,4x1+1,7x2
	x1≥0, x2≥0

4x1+2x2≤15

2x1+3x2≤10

	11
	Z=7,4x1+3,7x2
	x1≥0, x2≥0

2x1+3x2≤9
2x1+x2≤7
	22
	Z=1,5x1+0,5x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+x2≤10

2x1+4x2≤18


3. Особливості задач оптимізації для кількох ЦФ
Якщо задано наприклад три ЦФ, то завдання потрібно виконати з кожною з них окремо, тобто спочатку знайти максимум ЦФ Z1, після цього –максимум ЦФ Z2, зрештою – максимум ЦФ Z3. Можливо побудувати три ЦФ на одному графіку.

Це показує, що оптимальний розв’язок змінюється  зі зміною цільової функції. В реальних випадках ЦФ змінюється, наприклад, зі зміною ринкових цін виробляємої продукції.

Графіки деяких ЦФ можуть бути паралельні графіку якогось із значень. В такому випадку точка оптмума знаходиться з врахуванням економії ресурсів. Тоді у звіт слід записати кількість одиниць зекономленого ресурсу.

У звіті потрибно надати три значення ЦФ, а також координати кожної знайденої точки.
	Варіант
	Цільова ф.
	Обмеження
	Варіант
	Цільова ф.
	Обмеження

	1
	Z1=0,2x1+1,6x2
	x1≥0, x2≥0

x1+8x2≤36
2x1+3x2≤20
	12
	Z1=7x1+21x2
	x1≥0, x2≥0

x1+3x2≤10,5
6x1+5x2≤24

	
	Z2=x1+1,5x2
	
	
	Z2=1,2x1+x2
	

	
	Z3=x1+3x2
	
	
	Z3=6x1+13x2
	

	2
	Z1=6x1+22x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+11x2≤44
5x1+6x2≤42,5
	13
	Z1=3,5x1+3x2
	x1≥0, x2≥0

7x1+6x2≤45

8x1+x2≤28

	
	Z2=x1+1,2x2
	
	
	Z2=4x1+0,5x2
	

	
	Z3=4x1+7x2
	
	
	Z3=7х1+3x2
	

	3
	Z1=1,2x1+2x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+5x2≤22,5
2x1+x2≤8
	14
	Z1=x1+1,8x2
	x1≥0, x2≥0

5x1+9x2≤54
7x1+2x2≤38,5

	
	Z2=6x1+3x2
	
	
	Z2=14x1+4x2
	

	
	Z3=18x1+13,5x2
	
	
	Z3=4x1+5x2
	

	4
	Z1=1,5x1+2x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+4x2≤28
11x1+3x2≤38,5
	15
	Z1=1,5x1+2x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+4x2≤34
4x1+x2≤28

	
	Z2=22x1+6x2
	
	
	Z2=6x1+1,5x2
	

	
	Z3=3x1+2x2
	
	
	Z3=13,5x1+4,5x2
	

	5
	Z1=4x1+12x2
	x1≥0, x2≥0

x1+3x2≤19,5
3x1+x2≤22,5
	16
	Z1=10x1+15x2
	x1≥0, x2≥0

2x1+3x2≤25,5
11x1+2x2≤60,5

	
	Z2=51x1+17x2
	
	
	Z2=22x1+4x2
	

	
	Z3=12x1+10x2
	
	
	Z3=5x1+5x2
	

	6
	Z1=0,6x1+x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+5x2≤35
11x1+2x2≤38,5
	17
	Z=1,5x1+4,5x2
Z2=51x1+17x2
Z1=5,5x1+11x2
	x1≥0, x2≥0

3,5x1+2x2≤18

1,5x1+2x2≤10

	
	Z2=22x1+4x2
	
	
	
	

	
	Z3=8x1+5x2
	
	
	
	

	7
	Z1=5,5x1+11x2
	x1≥0, x2≥0

x1+2x2≤15
8x1+5x2≤76
	18
	Z=2x1+2,5x2
Z1=4x1+12x2 Z2=22x1+4x2
	x1≥0, x2≥0

2,5x1+2x2≤22

1,5x1+2x2≤16

	
	Z2=4x1+2,5x2
	
	
	
	

	
	Z3=5x1+7x2
	
	
	
	

	8
	Z1=3x1+10,5x2
	x1≥0, x2≥0

2x1+7x2≤56
7x1+5x2≤59,5
	19
	Z=2,8x1+3,2x2
Z3=5x1+6x2 Z2=17x1+8,5x2
	x1≥0, x2≥0

5,5x1+2,5x2≤19

3x1+2x2≤15

	
	Z2=14x1+10x2
	
	
	
	

	
	Z3=5x1+6x2
	
	
	
	

	9
	Z1=2x1+22x2
	x1≥0, x2≥0

x1+11x2≤71,5
2x1+x2≤17
	20
	Z=3x1+3,5x2 Z2=x1+0,2x2 Z2=18x1+4x2 
	x1≥0, x2≥0

2,6x1+2,2x2≤14

x1+3x2≤11

	
	Z2=17x1+8,5x2
	
	
	
	

	
	Z3=4x1+7x2
	
	
	
	

	10
	Z1=10x1+18x2
	x1≥0, x2≥0

5x1+39x2≤67,5
5x1+x2≤47,5
	21
	Z=3,4x1+3x2 Z3=5x1+5x2 Z2=22x1+6x2
	x1≥0, x2≥0

4x1+3x2≤15

2x1+3x2≤10

	
	Z2=x1+0,2x2
	
	
	
	

	
	Z3=6x1+3x2
	
	
	
	

	11
	Z1=4,5x1+13,5x2
	x1≥0, x2≥0

x1+3x2≤18
9x1+2x2≤49,5
	22
	Z=1,5x1+2x2 Z2=14x1+10x2 Z1=3x1+10,5x2
	x1≥0, x2≥0

x1+2x2≤10

2x1+4x2≤18

	
	Z2=18x1+4x2
	
	
	
	

	
	Z3=6x1+11x2
	
	
	
	


4. Оптимальний варіант плану виробництва
Інколи в різних точках оптимального для цільової функції відрізку економляться різні ресурси. Щоб вибрати оптимальний варіант плану виробництва, потрібно враховувати вартість ресурсів, що економляться.
Нехай у якості вихідних даних дана таблиця:

	ЦФ
	Обмеження
	Вартість ресурсів

	Z=1,8x1+x2
	x1≥0, x2≥0

x1+7x2≤49

4x1+x2≤26

9x1+5x2≤64
	с1=11

с2=60

с3=22


Символами с1, с2, с3 позначені вартості відповідно першого, другого та третього ресурсів b1, b2, b3.

Потрібно максимізувати ЦФ.

Графічний розв’язок цієї задачі аналогічний попереднім розв’язкам та наведений на рис.2

З рисунку видно, що графік ЦФ паралелей графіку обмеження 9x1+5x2≤64, позначеному на рис.3 цифрою 3. Як відомо, без врахування економії ресурсів розв’язком задачі є будь-яка точка відрізку АВ. На відрізку АВ цільова функція максимальна: Z= 12.8. Однак, необхідно визначити, в який точці відрізку АВ досягається максимальна економія ресурсів з врахуванням їх вартості (максимальна економія грошових ресурсів).
Рис.2












Всі функції лінійні, тому оптимальний розв’язок може знаходитись тільки на кінцях відрізку АВ. Визначимо економію ресурсів в точках А та В. 

Підставимо координати точки А у кожне обмеження (крім умов невід’ємності).

Визначимо розхід ресурсу b1:

b1=х1+7х2=3,5+7*6,5=49 одиниць. Економії цього ресурсу в точці А немає.

Визначимо розхід ресурсу b2:

b2=4х1+х2=4*3,5+6,5=20,5 одиниць. Економія складає 26-20,5=5,5.
Визначимо розхід ресурсу b3:

b3=9х1+5х2=9*3,5+5*6,5=64 одиниці. Економії ресурсу немає.

Порахуємо тепер розхід ресурсів b1, b2, b3 у точці В.
b1=х1+7х2=6+7*2=20 одиниць. Економія складає 49-20=29 одиниць

b2=4х1+х2=4*6+2=26 одиниць.Економії ресурсу немає.

b3=9х1+5х2=9*6+5*2=64 одиниці. Економії ресурсу немає.

Як бачимо, в точці А можна зекономіти 5,5 одиниць ресурса b2. Його вартість с2 згідно умовам задачі дорівнює: с2=60. Економія складає 5,5*60=330.
У точці В можна зекономіти 29 одиниць ресурса b1. Його вартість с1=11. Економія складає 29*11=319.
В точці А економія більша.

Висковки: розхід на ресурси мінімальний при х1=3,5 та х2=6,5. У цій точці можна зекономіти 330 грошових одиниць. При цьому цільова функція Z=12,8.
Розв’язок за допомогою MS Excel підбувається у два етапи. На початок знаходять максимальне значення ЦФ, а після того – точку оптимуму з врахуванням максимальної економії грошових засобів.
Складаємо таблицю:
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Вікно пошук розв’язку заповняємо наступним чином
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У результаті виконання цієї операції MS Excel знайде максимальне значення Z (Z =12,8), а також координати х1 та х2 точки, яка належить відрізку АВ. Як вже було відмічено вище, MS Excel не враховує економію ресурсів при пошуку розв’язку.
Після цього доповнимо нашу таблицю рядком «Розхід грошових засобів»
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У цьому рядку записана формула загального розходу грошових ресурсів. Кількість одиниць кожного ресурсу, помножене на його вартість, складає розхід на цей ресурс. Розходи на всі три ресурси складаються. Ця сума складає загальний розхід, який потрібно мінімізувати при умові максимуму цільової функції.

Примітка. Перед виконанням наступної операції бажано «збросити» значення х1 та х2 (наприклад, записати нулі) у комірках В1 та В2.
А тепер у вікні Пошук розв’язку у якості ЦФ вкажемо розхід грошових засобів, встановимо перемикач Рівної у положення мінімальному значенню та додамо ще одне обмеження: цільова функція Z дорівнює 12,8. Вікно буде виглядати наступним чином:
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Знайдені координати точки оптимуму, як бачимо, співпадають з аналітичними розрахунками:
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Завдання. Графічно та аналітично розв’язати задачу максимізації цільової функції Z. Знайти оптимальне рішення з врахуванням вартості ресурсів. Виконати попередній пункт, використовуючи MS Excel. Порівняти отримані результати.
	Варіант
	ЦФ
	Обмеження
	Вартість ресурсів

	1
	Z=2,4x1+2x2
	x1≥0, x2≥0

2x1+5x2≤35

6x1+x2≤33

6x1+5x2≤45
	с1=7,2

с2=5,5

с3=8

	2
	Z=1,8x1+x2
	x1≥0, x2≥0

5x1+11x2≤99
4x1+x2≤34
9x1+5x2≤82
	с1=2,5

с2=24

с3=8,7

	3
	Z=6x1+8x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+8x2≤80
14x1+5x2≤119
3x1+4x2≤46
	с1=19

с2=7

с3=6,1

	4
	Z=0,8x1+x2
	x1≥0, x2≥0

x1+3x2≤19,5
4x1+x2≤20
4x1+5x2≤36
	с1=17

с2=6,2

с3=5

	5
	Z=9x1+13,5x2
	x1≥0, x2≥0

x1+7x2≤52,5
2x1+x2≤20
2x1+3x2≤28
	с1=12

с2=10,4

с3=3

	6
	Z=36x1+30x2
	x1≥0, x2≥0

5x1+9x2≤51
2x1+x2≤12
6x1+5x2≤38
	с1=3

с2=28,5

с3=11

	7
	Z=6x1+9x2
	x1≥0, x2≥0

2x1+9x2≤68
7x1+2x2≤48,5
2x1+3x2≤26
	с1=7,5
с2=4
с3=5,8

	8
	Z=13,4x1+6,7x2
	x1≥0, x2≥0

2x1+3x2≤27
8x1+x2≤59
2x1+x2≤17
	с1=22
с2=14,5

с3=10,2

	9
	Z=2x1+6x2
	x1≥0, x2≥0

x1+9x2≤71
13x1+6x2≤123,5
x1+3x2≤26
	с1=8,8

с2=9,5

с3=6

	10
	Z=1,6x1+2x2
	x1≥0, x2≥0

6x1+13x2≤91
3x1+x2≤29
4x1+5x2≤46
	с1=9,5
с2=20
с3=12

	11
	Z=22x1+14x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+8x2≤76
5x1+x2≤40
11x1+7x2≤100
	с1=2
с2=6,4
с3=12,7

	12
	Z=14x1+8x2
	x1≥0, x2≥0

2x1+5x2≤45

9x1+2x2≤49,5
7x1+4x2≤49,5
	с1=10

с2=14

с3=9

	13
	Z=1,4x1+x2
	x1≥0, x2≥0

x1+3x2≤27

3x1+x2≤33

7x1+5x2≤85
	с1=10,5

с2=10,5

с3=18

	14
	Z=x1+0,6x2
	x1≥0, x2≥0

x1+4x2≤25

6x1+x2≤30

5x1+3x2≤31,5
	с1=9

с2=11

с3=2

	15
	Z=18x1+9x2
	x1≥0, x2≥0

3x1+4x2≤34

7x1+x2≤41

2x1+x2≤13,5
	с1=16

с2=18

с3=12,5

	16
	Z=2x1+1,2x2
	x1≥0, x2≥0

2x1+5x2≤32,5

5x1+x2≤46
5x1+3x2≤48
	с1=8

с2=15,1

с3=17


5. Транспортна задача
Формулювання транспортної задачі. У наявності є m підприємств-виробників (заводи, фабрики) з запасом товарів (продуктів харчування, матеріалів, виробів, палива). Крим того, є n підприємств-споживачів (магазини, ринки, автозаправочні станції), які потребують цей товар. Потрібно оптимальним способом довезти товар від виробників до споживачів. 
Позначимо підприємства-виробники символом Ai, а підприємства-споживачі символом Bj .
Наявність товарів (запасів) на підприємствах-виробниках описується вектором а 
	
	а1

	а=
	а2

	
	…

	
	am


Попит товарів на j-м підприємстві-споживачеві описується вектором 
	
	b1

	b=
	b2

	
	…

	
	bn



Вартість перевезень одиниці продукції між i-тим підприємством-виробником та  j-тим підприємством-споживачем описується матрицею

	c=
	c11
	c12
	…
	c1n

	
	c21
	c22
	…
	c2n

	
	…
	…
	cij
	…

	
	cm1
	cm2
	…
	cmn



Необхідно організувати перевезення таким чином, щоб їх загальна вартість була мінімальна, тобто необхідно визначити матрицю оптимальних перевезень товарів.
	x=
	x11
	x12
	…
	x1n

	
	x21
	x22
	…
	x2n

	
	…
	…
	xij
	…

	
	xm1
	xm2
	…
	xmn

	
	
	
	
	


де xij – кількість товару, що перевозиться від i-го виробника до j-го споживача. 
Для отримання матриці оптимальних перевезень необхідно мінімізувати цільову функцію:

Z(x) = ∑∑cijxij → min

Розглянемо конкретну транспортну задачу. Нехай дана матриця вартості перевезень
	с=
	7
	7
	1
	2

	
	4
	5
	9
	8

	
	9
	2
	3
	6


У даному випадку є 3 виробника продукції (заводи) та 4 споживача  продукції (магазини).

Матриця вартості перевезень може бути використана для формування цільової функції:

Z(x)= 7x11+8x12+x13+2x14+4x21+5x22+9x23+8x24+9x31+2x32+3x33+6x34

Цю функцію потрібно мінімізувати. 
Відомі матриці пропозицій а та попиту b
	
	160

	а=
	140

	
	170

	
	

	
	120

	b=
	50

	
	190

	
	110


Обмеження, що обумовлені пропозиціями, мають вигляд

х11+х12+х13+х14=160
х21+х22+х23+х24=140

х31+х32+х33+х34=170

Обмеження, що обумовлені попитом, мають вигляд

х11+х21+х31 =120

х12+х22+х32 =50

х13+х23+х33 =190

х14+х24+х34 =110

Завдання. Розв’язати транспортну задачу

	Варіант
	Матриця вартості перевезень 
с
	Матриця пропозицій

 а
	Матриця попиту

в

	1
	4    11   31   7
2    23    9    85

86  29   20   56

7    31   18   6
	200
100

30

50
	180
100

10

90

	2
	4    21    5    7

2    11    6    85

86  29   20   56

7    31   18   6
	20

100

30

50
	0

100

10

90

	3
	2    3    4    3

5    3    1    2

2    1    4    2


	90

30

40


	70

30

20

40

	4
	1    2    4    1

2    3    1    5

3    2    4    4


	50

30

10


	30

30

10

20

	5
	0    2    6    1

2    3    1    5

7    2    8    4


	50

2

38


	1

30

39

20

	6
	3    2    6    1

2    3    0   5

7    4    8    9


	50

2

40


	10

30

30
20

	7
	3    2    6    1

2    3    0   5

7    4    8    9


	35

15

40


	40

0

30

20

	8
	3    2    6    1

2    10  1    5

7    4    8    9


	35

15

40


	40

30

0

20

	9
	2    3    4

1    2    5


	20

40


	10

20

30

	10
	8    7    4

1    9    5


	2

98


	1

20

79

	11
	8    7    0

1    12  3


	20

80


	1

2

97

	12
	4    3    6    4

1    6    2    8

2    4    5    7


	40

30

20


	30

25

15

20

	13
	1    3    5    7

2    4    6    8

11  9    7    5

12  10  8    6
	20

30

60

10
	100

5

3

12

	14
	5    3    5    7

2    0    6    8

11  9    0    5

12  15  8    6
	20

30

40

10
	10

0

40

50

	15
	22  0    51  7

2    1    6    8

8    9    4    5

12  15  18  6
	120

0

40

40
	100

10

40

50

	16
	2    2    5    7

2    1    6    8

8    29  4    56

12  15  18  6
	120

100

30

50
	10

100

0

190
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