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Числове інтегрування
Аналітичні методи обчислення визначеного інтеграла мають обмежене застосування на практиці через те що вельми обмежене число інтегралів можна звести до табличних.

Деколи підінтегральну функцію розкладають в ряд інтеграл якого легко обчислюється аналітично.

Використовують також апроксимацію підінтегральної функції

Проте обсяг обчислень в цих обидвох випадках і точність обмежена точністю розкладу чи апроксимації.
Ці методи є аналітичні.Крім того функція часто задана таблично.

В звязку з впровадженням ОМ в практику розвинулися числові методи інтегрування.

Формування задачі

Нехай маємо функцію f(x) на інтервалі  [а;b]
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Виберемо на осі х точки 
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a=x0<x1<x2<…<xn=b-це називається розбиванням інтервалу інтервали 
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[xk-1,xk], k=1,2…n-інтервали розбиття.Довжина інтервалу розбиття 
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Виберемо всередині кожного інтервалу розбиття довільну точку 
[image: image5.wmf](0,1,2...)
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  і складемо інтегральну суму
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f(x) називається інтегрованою на [a,b] якщо існує lim інтегральної суми коли максимальна довжина інтегрального розбиття прямує до нуля а відповідно 
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-визначений інтеграл від f(x) на [a;b] 
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Якщо f(x)>0 то І визначає площу обмежену кривою f(x),x=a,x=b i y=0
Якщо f(x)<0 то І виражає площу взяту з (-)

Для знакозмінних функцій І виражає алгебраїчну суму Sі відповідних інтервалам постійного знаку функції.

Умовою інтегрованості f(x) на [a;b] є обмеженість і неперервність

Умова неперервності не є абсолютною якщо f(x) має кінцеве число точок розриву, то вона інтегрована, а ці точки можна обминути при складанні інтегральної суми, тобто інтервали розбиття поміщати між точками розриву
Для обчислення інтегралів числовим методом треба представити його в вигляді суми площ

Чим менші інтервали розбиття тим точніше вираховується інтегральна сума

Максимальна точність одержується при 
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,що практично неможливо.

Тому практично обмежуються кінцевим числом n, допускаючи цим певну похибку.

Розмаїтість методів числового інтегрування обумовлена стратегією вибору точок розбиття, яка забезпечує в кожному конкретному випадку мінімальну похибку.
Перший спосіб розбиття [a,b] –число інтервалів задається
Другий спосіб розбиття [a,b]-число і величини інтервалів визначаються в процесі обчисленнч інтеграла виходячи з величини заданої точності

В усіх випадках f(x) на кожному інтервалі апроксимується певною залежністю,
Наприклад лінійною або квадратичною.

Метод прямокутників
Це найпростіший метод.Називають так тому, що підінтегральну функцію на кожному інтервалі розбиття замінюють прямою, паралельною осі абсцисс, в результаті чого одержуємо на кожному інтервалі розбиття прямокутник
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-якісь точки в інтервалах розбиття (далі вузлові)
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Якщо інтервал [a;b] розбити на велике число інтервалів розбиття, то інтегральна сума мало відрізняється від точного значення інтегралу
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Зауваження: границя інтегральної суми не залежить від способу розбиття інтервалу,

але практично а)інтервал [a;b] ділять на рівні інтервали, тобто 
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б)за вузлові точки беруть границі інтервалів, або середини інтервалів
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Якщо 
[image: image19.wmf](0,1...1)
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 –ліві границі інтервалів, то одержуємо n-прямокутників, загальна площа яких близька до значення інтегралу
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Якщо 
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 праві границі інтервалів,то замінюючи f(x) на кожному інтервалі розбиття прямою у= 
[image: image23.wmf]()

i

f

x

 також одержимо n прямокутників, загальна площа яких буде трохи іншою, як у попередньому випадку, але також близькою до дійсного значення інтегралу при достатньо великому n
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Для монотонно зростаючих функцій інтегральна сума за формулою (5) більша дійсного значення інтегралу,а за формулою (4)-менша.Тому перша називається верхньою а друга- нижньою.

За 
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 вузлові точки можна брати і середини інтервалів розбиття.
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В цьому випадку для монотонної підінтегральної функції значення інтегральної суми є ближчим до дійсного значення інтегралу.

Формула методу прямокутників для цьго випадку має вигляд
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Формули (4),(5) і (6) представляють собою формули числового інтегрування методом прямокутників.Очевидним є, що точний результат вони дають лише коли 
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.Метод застосовують рідко, бо для одержання високої точності число інтервалів має бути великим.

Практична реалізація одержаних формул

а)Функція задана аналітично, крок рівномірний
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  це алгоритм для нижньої інтегральної суми

для верхньої достатньо


[image: image31.emf]x=a+h;b;h


для середини інтервалів розбиття


[image: image32.emf]x=a+h/2;b-h;h


Таке дає точніші результати особливо для монотонних функцій

б)Функція задана таблично, (хі,уі) крок рівномірний, тут треба використовувати масиви

n- кількість значень функції у таблиці; h=(b-a)/(n-1)
тут вводять усі табличні значення функції, хоча не всі потрібно використовувати (перше і останнє).
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n-2!так обчислюють нижню інтегральну суму,тобто не використовують останнє значення

Для верхньої інтегральної суми
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Для середньої
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в)Крок в таблиці нерівномірний
Вводити треба хі,уі i=0; n-1
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-це нижня інтегральна сума

-для верхньої:
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-середньої
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Метод трапецій

Графік підінтегральної функції на відрізку розбиття заміняється стягуючою його хордою і площа замінюється площею трапеції
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-для  [
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 Аналітично для середніх відрізків
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Тому
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Відповідно
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Це і є формула трапецій
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Слід зауважити що ця формула може бути одержана як середнє арифметичне нижньої та верхньої інтегральних сум методом прямокутників

Реалізація                                                 або
1DEF FNF(K)=…                                  1DEF FNF(K)=…
2INPUT A<B>H                                   2INPUT A,B,H
3S=(FNF(A)+FNF(B))/2                       3S=0
4FOR x=A+H то B-H steph                  4FOR x=A то B-H steph
5S=S+FNF(x)                                        5S=S+(FNF(x)+FNF(x+H))/2
6NEXT x                                               6NEXT x
7PRINT S*H                                         7PRINT S*H
8END                                                    8END
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