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«У давнину математичні задачі ставили боги, як ось, наприклад, задача подвоєння куба — з нагоди вимірювань розмірів Дельфійського жертовника. Потім настав другий період, коли задачі ставили напівбоги: Ньютон, Ейлер, Лагранж. Тепер третій період, коли задачі ставить практика.» 

П. Л. Чебишов

ЗАДАЧІ ДРОБОВО-ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ. 
ОСНОВНІ МЕТОДИ ЇХ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ТА АНАЛІЗУ

7.1. Економічна і математична постановка задачі 
дробово–лінійного програмування

Розв’язуючи економічні задачі, часто як критерії оптимальнос​ті беруть рівень рентабельності, продуктивність праці тощо. Ці показники математично виражаються дробово-лінійними функціями. Загальну економіко-математичну модель у цьому разі записують так (розглянемо задачу визначення оптимальних обсягів виробництва продукції): позначимо через 
[image: image99.wmf] прибуток від реалізації одиниці 
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-го виду продукції, тоді загальний прибуток можна виразити формулою: 
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 — витрати на виробницт​во одиниці 
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-го виду продукції, то 
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 — загальні витрати на виробництво. У разі максимізації рівня рентабельності вироб​ництва цільова функція має вигляд:



[image: image7.wmf]å

å

=

=

=

n

j

j

j

n

j

j

j

x

d

x

c

Z

1

1

max


(7.1)

за умов виконання обмежень щодо використання ресурсів:
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Передбачається, що знаменник цільової функції в області допустимих розв’язків системи обмежень не дорівнює нулю.

Очевидно, що задача (7.1)—(7.3) відрізняється від звичайної задачі лінійного програмування лише цільовою функцією, що дає змогу застосовувати для її розв’язування за певного модифікування вже відомі методи розв’язання задач лінійного програмування.

7.2. Геометрична інтерпретація задачі 
дробово-лінійного програмування

У разі, коли задача дробово-лінійного програмування містить лише дві змінні, для її розв’язування зручно скористатися графіч​ним методом.

Нехай маємо таку задачу:
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за умов: 
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Спочатку, як і для звичайної задачі лінійного програмування будуємо геометричне місце точок системи нерівностей (7.5), що визначає деякий багатокутник допустимих розв’язків.

Допустимо, що 
[image: image15.wmf]0

2

2

1

1

>

+

x

d

x

d

, і цільова функція набуває деякого значення:


[image: image16.wmf]Z

x

d

x

d

x

c

x

c

=

+

+

2

2

1

1

2

2

1

1

.

Після елементарних перетворень дістанемо:
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Останнє рівняння описує пряму, що обертається навколо початку системи координат залежно від зміни значень х1 та х2. 

Розглянемо кутовий коефіцієнт нахилу прямої (7.7), що виражає цільову функцію:
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Отже, кутовий коефіцієнт являє собою функцію від Z. Для визначення умов зростання (спадання) функції (7.8) дослідимо зміну знака її похідної:
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Використовуючи формулу (7.9), можна встановити правила пошуку максимального (мінімального) значення цільової функції:

1) якщо 
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, то функція (7.8) є зростаючою, і за збільшення значення Z (значення цільової функ​ції) кутовий коефіцієнт нахилу прямої (7.7) також збільшується. Тобто у разі, якщо 
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, для відшукання точки максимуму необхідно повертати пряму, що описує цільову функцію, навколо початку системи координат у напрямку проти годинникової стрілки;

2) якщо 
[image: image23.wmf](
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, то функція (7.8) є спадною і за збільшення значення Z (значення цільової функції) кутовий коефіцієнт нахилу прямої (7.7) буде зменшуватись. Тому у разі, якщо 
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, для відшукання точки максимуму необхідно повертати пряму, що описує цільову функцію, навколо почат​ку системи координат у напрямку за годинниковою стрілкою.

При розв’язуванні задачі дробово-лінійного програмування графічним методом можливі такі випадки:

· багатокутник розв’язків задачі обмежений і максимальне та мінімальне значення досягаються у його кутових точках;

· багатокутник розв’язків задачі необмежений, однак існують кутові точки, в яких досягаються максимальне та мінімальне значення цільової функції;

· багатокутник розв’язків задачі необмежений і досягається лише один із екстремумів;

· багатокутник розв’язків задачі необмежений, точки екстремумів визначити неможливо.

[image: image89.wmf]Розв’яжіть графічно задачу дробово-лінійного програмування:
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за умов:
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Розв’язання. Побудуємо на площині область допустимих розв’язків задачі. Маємо трикутник АВС. 
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Рис. 7.1

Цільова функція задачі являє собою пряму, що обертається навколо початку системи координат (на рис. 7.1 позначена пунктиром). Отже, залежно від напрямку обертання точками максимуму та мінімуму будуть А і С. 

Скористаємося правилами визначення максимального та мінімального значень цільової функції. Перевіримо умову 
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тобто для будь-якого значення Z функція 
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 є спадною, отже, зі зростанням Z кутовий коефіцієнт нахилу прямої, що виражає цільову функцію, зменшуватиметься, а тому відповідну пряму потрібно обертати навколо початку координат за годинниковою стрілкою. 

Виконуючи зазначений порядок дій, маємо: С — точка максимуму, а точка А є точкою мінімуму цієї задачі.

7.3. Розв’язування дробово-лінійної задачі 
зведенням до задачі лінійного програмування

Нехай потрібно розв’язати задачу (7.1)—(7.3). 

Позначимо
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і введемо заміну змінних 
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. Тоді цільова функція (7.1) матиме вигляд:
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Отримали цільову функцію, що виражена лінійною залежністю.

Оскільки 
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 в систему обмежень (7.2):
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Крім того, з початкової умови
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Умова (7.3) стосовно невід’ємності змінних набуває виг​ляду:
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Виконані перетворення приводять до такої моделі задачі:
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[image: image42.wmf].

0

),

,

1

(

0

0

³

=

³

y

n

j

y

j


Отримали звичайну задачу лінійного програмування, яку мож​на розв’язувати симплексним методом.

Допустимо, що оптимальний розв’язок останньої задачі існує і позначається:
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Оптимальні значення початкової задачі (7.1)—(7.3) визначають за формулою: 
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[image: image90.wmf]Приклад 7.1.

Сільськогосподарське акціонерне товариство з обмеженою відповідальністю, яке розміщене у Лісостепу України, бажає оптимізувати структуру виробництва. Критерієм оптимальності вибрали максимізацію рівня рентабельності як відношення прибутку до собівартості. У табл. 7.1 маємо дані про види діяльності, якими керівництво товариства передбачає займатися.

Таблиця 7.1

Техніко-економічні показники головних 
напрямів виробництва

	Показник
	Напрям виробництва

	
	озима 
пшениця
	цукрові 
буряки
	корови 
(продуктивність, кг)
	кормові культури
	ресурс

	
	
	
	5000
	4500
	4000
	3500
	
	

	Урожайність, т/га
	4
	35
	—
	—
	—
	—
	6
	—

	Собівартість, грн/т
	600
	250
	600
	700
	800
	900
	200
	—

	Ціна, грн/т
	800
	300
	1000
	1000
	1000
	1000
	—
	—

	Вихід кормів, т кор. од./га
	4,8
	2,0
	—
	—
	—
	—
	6
	—

	Затрати трудових ресурсів, людино-днів/га (гол.)
	4
	25
	6
	6
	6
	6
	3
	26 000

	Затрати механізованої праці, людино-днів/га (гол.)
	2
	8
	3
	3
	3
	3
	2
	11 000

	Частка корів
	—
	—
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4
	—
	—

	Потреба у кор​мах, т кор. од./гол.
	—
	—
	5
	4,7
	4,4
	4,1
	—
	—


Акціонерне товариство має 2500 га ріллі. Для виготовлення кормів передбачається використовувати 20 % урожаю озимої пшениці та 30 % — цукрових буряків.

Знайти оптимальну структуру виробництва.

Розв’язання. Введемо позначення:

х1 — площа посіву озимої пшениці, га;

х2 — площа посіву цукрових буряків, га;

х3 — площа посіву кормових культур, га;

х4 — кількість корів продуктивністю 5000 кг/рік;

х5 — кількість корів продуктивністю 4500 кг/рік;

х6 — кількість корів продуктивністю 4000 кг/рік;

х7 — кількість корів продуктивністю 3500 кг/рік.

Запишемо критерій оптимальності:
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за умов дотримання таких обмежень:

1. Обмеження щодо використання ресурсів:

а) використання ріллі:
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б) використання живої праці:
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в) використання механізованої праці:
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2. Обмеження стосовно дотримання сівозмін:

а) посівна площа кормових культур має бути більшою або дорівнювати площі під озимою пшеницею:
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б) посівна площа озимої пшениці має бути більша або дорівнювати площі під цукровими буряками:
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3. Структура корів за продуктивністю:

а) балансове рівняння щодо поголів’я корів:
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 — загальне поголів’я корів;

б) частка корів продуктивністю 5000 кг/рік:


[image: image54.wmf]8
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в) частка корів продуктивністю 4500 кг/рік:


[image: image55.wmf]8

5

2

,

0

x

x

£

;

г) частка корів продуктивністю 4000 кг/рік:
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д) частка корів продуктивністю 3500 кг/рік:
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4. Забезпеченість корів кормами:
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Невід’ємність змінних:
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Щоб знайти розв’язок за цією моделлю, необхідно зробити відповідну заміну змінних. Нехай:
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Тоді маємо таку лінійну економіко-математичну модель:
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за умов:
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Розв’язавши задачу симплексним методом, отримаємо такий оптимальний план: 
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 оптимальним планом початкової задачі буде:
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причому значення цільової функції (рівень рентабельності вироб​ництва) становить Z = 0,23, тобто 23 %.

[image: image91.wmf]Приклад 7.2.

Заключні зауваження

Як зазначалося в епіграфі цього розділу, більшість задач, що досліджуються в математичному програмуванні, зумовлені практичними потребами. Головними показниками економічної ефективності діяльності виробничих систем поряд з абсолютними величинами, такими як прибуток, валова, товарна продукція, є і відносні, наприклад, рівень рентабельності, як відношення прибутку до собівартості застосованих ресурсів чи виробничих фондів тощо. 

Отже, якщо як цільову функцію задачі математичного програмування вибрати максимізацію одного з показників рентабельності, то завжди одержуємо задачу дробово-лінійного програмування. Аналогічні задачі виникають і в інших випадках, коли цільову функцію подають у вигляді відношення
величини, яка і в чисельнику, і в знаменнику містить змінні 
задачі.

Вищенаведений прийом розв’язування задачі дробово-лінійного програмування не є оригінальним. Здебільшого, коли розв’язати задачу складно, то її зводять до простішої, для якої існують методи знаходження оптимального плану. Подібний прийом було використано і в задачах цілочислового програмування, і, як ви зможете переконатися, в інших специфічних задачах математичного програмування.

[image: image92.wmf]Контрольні запитання

1. Яка задача математичного програмування називається дробово-лінійною?

2. Як можна дослідити цільову функцію дробово-лінійної задачі, щоб знайти графічно її екстремальні значення?

3. Як можна розв’язувати дробово-лінійну задачу, коли вона має тільки дві змінні?

4. Як розв’язується дробово-лінійна задача, коли вона має три і більше невідомих?

[image: image93.wmf]Приклади та завдання 
для самостійної роботи

Задача 7.1. Розв’яжіть графічно задачі дробово-лінійного програмування.
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Задача 7.2. Розв’яжіть задачу дробово-лінійного програмування симплексним методом.
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