  ЗАДАЧИ С БУЛЕВЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ

Перейдем теперь к частному случаю задач целочисленного программирования. В этом частном случае искомая переменная � EMBED Equation.2  ��� в результате решения может принимать не любое целое значение, а только одно из двух: либо 0, либо 1. Чтобы такие переменные отличать от обычных, будем их обозначать через � EMBED Equation.2  ���. С помощью булевых переменных можно решать самые различные по содержанию задачи, в которых надо что-то выбирать из имеющихся различных вариантов.



ЗАДАЧА ВЫБОРА ВАРИАНТОВ

Будем считать, что для получения результата в виде прибыли необходимо два вида ресурсов: материальные и трудовые. Возможны четыре варианта расхода ресурсов и получения прибыли(см. таблицу 1). 



                                                                                   Таблица 1.


Вариант�1�2�3�4�Наличие��Прибыль�65�80�90�210�-��Ресурсы:�������материальные�200�180�240�250�800��трудовые�10�15�22�28�50��











Требуется выбрать, какие варианты принять для реализации при условии, чтобы общее число принятых вариантов не превышало трех.


Для составления модели принимаем, что j-му варианту будет соответствовать � EMBED Equation.2  ��� (j = 1,...,4). При этом
  
� EMBED Equation.2  ���


Математическая модель задачи будет иметь вид:



        F(� EMBED Equation.2  ���) =  65� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� + 80� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� + 90� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� + 210� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���

              при ограничениях 



                        200� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� + 180� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���+ 240� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� + 250� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���  ( 800

                        10� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� + 15� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� + 22� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� + 28� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���   ( 50

                           � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ���   ( 3

                             0 ( � EMBED Equation.2  ��� ( 1,  � EMBED Equation.2  ���- целые,    ( j = 1,...,4).

    

Результаты решения задачи приведены в первом столбце табл. 2.   

                                                                                        Таблица 2.



Дополнительное

условие�

нет�

� EMBED Equation.2  ���=� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + +� EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = 3  ��Прибыль�300�290�235��� EMBED Equation.2  ����0�0�1��� EMBED Equation.2  ����0�1�1��� EMBED Equation.2  ����1�0�1��� EMBED Equation.2  ����1�1�0��

� EMBED Equation.2  ���











Из решения видно, что наибольшая прибыль F(� EMBED Equation.2  ���) = 300 будет получена в том случае, если будут приняты третий и четвертый варианты. 

С помощью булевых переменных можно накладывать дополнительные различные логические условия связи между вариантами. Например, требуется, чтобы четвертый вариант был принят только в том случае, если принят второй. Если же второй вариант не принят, то и четвертый не должен быть принят. Это условие можно записать так: � EMBED Equation.2  ���=� EMBED Equation.2  ���, или в форме записи ограничений � EMBED Equation.2  ���-� EMBED Equation.2  ���= 0. Результат решения задачи с учетом этого дополнительного условия также приведен в таблице 2.

Рассмотрим еще один вариант дополнительных условий. Допустим, нам надо, чтобы число принимаемых вариантов равнялось трем. Это условие записывается так: � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� +� EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = 3. Результат решения задачи с этим дополнительным условием приведен также в таблице 2. Заметим, что дополнительные условия приводят к снижению прибыли.



ЗАДАЧА О НАЗНАЧЕНИЯХ

Рассмотрим теперь ситуацию, когда требуется распределить n механизмов (работников) на n работ так, чтобы каждый механизм выполнял одну и только одну работу и чтобы при заданной производительности каждого механизма на каждой из р
а
бот суммарный эффект был максимальным (затраты минимальные). Обозначим через � EMBED Equation.2  ��� (i,j=1,...,n) производительность i-го механизма на j-й работе. Пусть � EMBED Equation.2  ���= 1, если i-й механизм назначен на j-ю работу  и � EMBED Equation.2  ���= 0 если он на эту работу не назначен.

   Тогда получим

F(� EMBED Equation.2  ���) = � EMBED Equation.2  ��� ( max

      � EMBED Equation.2  ���,      i=1,...,n,

      � EMBED Equation.2  ���,      j=1,...,n,

            0 ( � EMBED Equation.2  ��� ( 1, � EMBED Equation.2  ���- целые,     i=1,...,n, j=1,...,n.



Функциональные ограничения означают, что каждый механизм выполняет одну работу и каждая работа обеспечивается одним механизмом.

Пример.  Имеется три механизма А1, А2, А3, каждый из которых может быть использован на каждом из трех видов работ В1, В2, В3 с производительностью (в условных единицах), заданной в виде таблицы 3.

                                                              Таблица 3.

�В1�В2�В3��А1�1�2�3��А2�2�3�2��А3�2�4�5��    











Требуется так распределить механизмы по одному на каждую из работ, чтобы суммарная производительность всех механизмов была максимальной. 

Обозначим через � EMBED Equation.2  ��� переменную, равную единице, если механизм Аi назначен на работу Вj, и равную нулю, если механизм Аi не назначен на работу Вj. Тогда получим

F(� EMBED Equation.2  ���) = � EMBED Equation.2  ���+ � EMBED Equation.2  ���       +   

               +  � EMBED Equation.2  ��� ( max

при ограничениях

                  � EMBED Equation.2  ��� = 1

                  � EMBED Equation.2  ��� = 1

                  � EMBED Equation.2  ��� = 1

                  � EMBED Equation.2  ��� = 1

                  � EMBED Equation.2  ��� = 1

                   � EMBED Equation.2  ��� = 1

                  0 ( � EMBED Equation.2  ��� ( 1, � EMBED Equation.2  ���- целые,     i=1,...,3, j=1,...,3.



В результате решения задачи было получено:

� EMBED Equation.2  ���    ,     F(� EMBED Equation.2  ���) = 9.



ЗАДАЧА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КАПИТАЛОВЛОЖЕНИЙ





Рассматривается пять проектов, которые могут быть осуществлены в течение последующих трех  лет. Ожидаемые величины прибыли от реализации каждого из проектов и распределение необходимых капиталовложений по годам (в тыс. руб.) приводятся в таблице 4.

Таблица 4.



Проект

�Распределение капиталовложений

      год 1               год 2           год 3�Прибыль��1�5�1�8�20��2�4�7�10�40��3�3�9�2�20��4�7�4�1�15��5�8�6�10�30��максимальный объем капиталовложений�25�25�25���



Требуется выбрать совокупность проектов, которой соответствует максимум суммарной прибыли.

Сформулируем задачу целочисленного программирования с булевыми переменными.

 F(� EMBED Equation.2  ���) = 20(� EMBED Equation.2  ��� + 40(� EMBED Equation.2  ��� + 20(� EMBED Equation.2  ��� + 15(� EMBED Equation.2  ��� + 30(� EMBED Equation.2  ��� ( max

при ограничениях

            5(� EMBED Equation.2  ��� + 4(� EMBED Equation.2  ��� + 3(� EMBED Equation.2  ��� + 7(� EMBED Equation.2  ��� + 8(� EMBED Equation.2  ��� ( 25

             � EMBED Equation.2  ��� + 7(� EMBED Equation.2  ��� + 9(� EMBED Equation.2  ��� + 4(� EMBED Equation.2  ��� + 6(� EMBED Equation.2  ��� ( 25

             8(� EMBED Equation.2  ��� + 10(� EMBED Equation.2  ��� + 2(� EMBED Equation.2  ��� +� EMBED Equation.2  ��� + 10(� EMBED Equation.2  ��� ( 25

                     � EMBED Equation.2  ��� = {0,1},   j = 1,...,5.

Решив ее получим � EMBED Equation.2  ���= (1,1,1,1,0),   F(� EMBED Equation.2  ���) = 95.



ЗАДАЧА ДИСКРЕТНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ



С помощью булевых переменных можно решать еще один очень важный класс практических задач оптимизации. Суть этого класса задач заключается в том, что решением задачи может быть не любое число в назначенных граничных условиях, а лишь такое, которое входит в заданный набор возможных вариантов значений данной искомой переменной.

Пример.  Допустим, мебельная фабрика выпускает диваны, кресла и стулья. Тр
е
буется определить, сколько можно изготовить спинок диванов, подлокотников кр
е
сел и ножек стульев, если для их изготовления требуются ресурсы, приведенные в та
б
лице 5, чтобы доход был максимальным.

                                                                              Таблица 5.

Наименование�Спинка

дивана�Подлокотник кресла�Ножка 

стула�Наличие

ресурса��Цена�20�6�8�-��Древесина�10�5�3�130��Трудовые

ресурсы�

2�

7�

4�

90��













При этом следует иметь ввиду, что выпуск спинок диванов может принимать любое целое значение, подлокотники изготавливают парами, т.е. они должны  быть кратны двум, а ножки стульев - четырем.

С учетом этих требований математическая модель задачи будет иметь следующий вид:

                  F(� EMBED Equation.2  ���) = 20� EMBED Equation.2  ���X1 + 6� EMBED Equation.2  ���X2 + 8� EMBED Equation.2  ���X3   � EMBED Equation.2  ���

при ограничениях 

                        10� EMBED Equation.2  ���X1 + 5� EMBED Equation.2  ���X2  + 3� EMBED Equation.2  ���X3  ( 130

                         2� EMBED Equation.2  ���X1 + 7� EMBED Equation.2  ���X2  +4� EMBED Equation.2  ���X3 ( 90

            X2 - 2� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� - 4� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� - 6� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� - 8� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���= 0 

            X3 - 4� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� - 8� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� - 12� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� = 0 

              X1,X2,X3 ( 0, целые, 0 ( � EMBED Equation.2  ��� ( 1, � EMBED Equation.2  ���- целые.

Введение дополнительных булевых переменных дает возможность обеспечить выпуск изделий в кратном заданном количестве.

 В результате решения данной задачи было получено:

� EMBED Equation.2  ���= (8, 0, 16), F(� EMBED Equation.2  ��� )= 288; � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ���=1; остальные � EMBED Equation.2  ���= 0. При этом оказались не полностью использованы ресурсы: резерв первого равен 2, а второго - 10. Такое положение является характерным для задач целочисленного программирования. Ресурс остается, но для использования на увеличение выпуска дискретного количества продукции его оказывается недостаточно.

Рассмотрим общий случай. Пусть в модели некоторая переменная  � EMBED Equation.2  ��� может принимать лишь любое значение из заданных: 4,35;  5,5;  6,75. Тогда соответствующие ограничения выглядят следующим образом:

� EMBED Equation.2  ��� =  4,35� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� +  5,5� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���+ 6,75� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� .

      � EMBED Equation.2  ��� = 1.

ЗАДАЧА С ПОСТОЯНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ ЗАТРАТ

Рассмотрим следующую задачу планирования производства. Предположим, что затраты на производство продукции вида j (j=1,...,n) складываются из постоянных затрат в объеме Kj , не зависящем от количества произведенной продукции, и текущих издержек cj на производство единицы продукции. Таким образом, если xj - объем выпуска продукции вида j, функцию суммарных затрат можно записать следующим образом:   

        � EMBED Equation.2  ���

Если теперь в качестве целевой функции рассмотреть 

F(� EMBED Equation.2  ���) = � EMBED Equation.2  ��� ( min , то можно заметить, что этот критерий не является линейным по � EMBED Equation.2  ��� вследствие разрыва в начале координат. Введем дополнительные булевы переменные � EMBED Equation.2  ���:

                                     � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���

и рассмотрим следующую задачу:

                F(� EMBED Equation.2  ���) = � EMBED Equation.2  ��� ( min           (1)


                      � EMBED Equation.2  ���   ,
   
 
j=1,...,n,
   
                      (2)


                             � EMBED Equation.2  ��� ( {0,1}.                                                (3)

Рассмотрим подробнее ограничения (2).  Здесь М достаточно большое положительное число, чтобы условие  � EMBED Equation.2  ��� выполнялось для всех допустимых объемов выпуска продукции. При  � EMBED Equation.2  ���имеем  � EMBED Equation.2  ���= 1 и целевая функция включает пост
о
я
н
ные затраты  � EMBED Equation.2  ���. Если � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ��� может принимать значения 0 или 1, однако поскольку � EMBED Equation.2  ���> 0 и F(� EMBED Equation.2  ���) требуется минимизировать, переменная � EMBED Equation.2  ���будет равна нулю. Заметим, что если исходная задача не имеет отношения к целочисленной, то пр
е
о
б
разованная представляет собой целочисленную с булевыми переменными.

Пример: Пусть в задаче производственного планирования требуется изготовить 2000 единиц некоторой продукции на трех станках. Величины накладных расходов, затрат на производство единицы продукции и максимальной производительности для каждого из станков приведены в таблице 6.

                                     Таблица 6.

  Станок �Накладные

расходы�Затраты на пр-во

ед. 
п
родукции�Максимальная

производит.��1


2

3�100

300

200�10

2

5�600

800

1200�
�

Требуется минимизировать суммарные затраты на производство указанного количества единиц продукции.

 Сформулируем соответствующую задачу целочисленного программирования.

   F(� EMBED Equation.2  ���) = � EMBED Equation.2  ���

                                                   � EMBED Equation.2  ��� +  � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ���  = 2000

                                       � EMBED Equation.2  ���

                                                  � EMBED Equation.2  ���

                                                  � EMBED Equation.2  ���

                                            � EMBED Equation.2  ��� ( {0,1}.

В результате решения данной задачи было получено:

� EMBED Equation.2  ���= (0, 800, 1200),  � EMBED Equation.2  ���= (0,1,1) ,   F(� EMBED Equation.2  ��� ) = 8100.  





