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Випадкові величини і вектори


РОЗДІЛ 3

ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ ТА ВЕКТОРИ

ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ

Розглядаємо ймовірнісний простір 
[image: image1078.bmp].

Означення. Відображення 
[image: image2.wmf]:
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 називається випадковою величиною, якщо
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Теорема. Якщо 
[image: image5.wmf]x

 і 
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 є випадкові величини, то 
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 – невипадкова величина), 
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 – випадкові величини.

Означення. Функцією розподілу випадкової величини 
[image: image13.wmf]x

 називають функцію 
[image: image14.wmf]{

}

():().

FxPx

x

wxw

=<


Властивості функції розподілу:
1.
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2.
Функція розподілу неперервна зліва.

3.
Функція розподілу монотонно неспадна.
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Приклад. Двічі підкидають симетричну монету. Випадкова величина 
[image: image19.wmf]x

 – кількість випадань герба. Побудувати функцію розподілу випадкової величини 
[image: image20.wmf]x

.

Розв’язування. Випадкова величина 
[image: image21.wmf]x

 може набувати значення 
[image: image22.wmf]{
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. Знайдемо ймовірності
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Очевидно, що
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Приклад. Спортсмен влучає в мішень до першого попадання в “
[image: image27.wmf]10

”. Ймовірність влучення в мішень при одному пострілі дорівнює 
[image: image28.wmf].
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 Випадкова величина 
[image: image29.wmf]x

 – кількість пострілів. Знайти функцію розподілу.

Розв’язування. У даному випадку випадкова величина набуває значення 
[image: image30.wmf]1,2,3,
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 із ймовірностями 
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Означення. Випадкова величина 
[image: image33.wmf]x

 називається дискретною, якщо вона набуває скінченну або зліченну кількість значень.
Дискретна випадкова величина характеризується значеннями, які вона набуває 
[image: image34.wmf]1
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 і ймовірностями 
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[image: image36.wmf]1,2,
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 з якими набуваються ці значення.

Означення. Значення дискретної випадкової величини і відповідні ймовірності називаються розподілом дискретної випадкової величини або законом розподілу дискретної випадкової величини.

Розподіл дискретної випадкової величини зручно подавати у вигляді таблиці 
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Якщо значення випадкової величини можна впорядкувати, то значення 
[image: image47.wmf]j
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 записують у порядку зростання.

Функцію розподілу дискретної випадкової величини можна записати наступним чином:
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Означення. Випадкова величина 
[image: image49.wmf]x

 називається неперервною, якщо її функція розподілу є неперервною функцією.
Означення. Випадкова величина 
[image: image50.wmf]x

 називається абсолютно неперервною, якщо існує функція 
[image: image51.wmf]()
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Функція 
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 називається щільністю розподілу випадкової величини 
[image: image54.wmf]x

.
Властивості щільності:
1. 
[image: image55.wmf]()0

fx

x

³

.

2. 
[image: image56.wmf](

)

()()

fxFx

xx

¢

=

 у всіх точках, де ця похідна існує.
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Означення. Випадкова величина 
[image: image59.wmf]x

 називається сингулярною, якщо її функція розподілу є неперервною функцією, але не існує точки, де б існувала щільність.
Теорема. Для довільної випадкової величини 
[image: image60.wmf]x

 існує представлення 
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 – деякі константи, 
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абсолютно неперервна випадкова величина, 
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 – сингулярна випадкова величина, а константи 
[image: image66.wmf]123
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 зв’язані співвідношенням 
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Приклад. Дано функцію розподілу абсолютно неперервної випадкової величини 
[image: image68.wmf]x
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Знайти щільність 
[image: image70.wmf]()
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Розв’язування. Згідно з другою властивістю щільності 
[image: image71.wmf](
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 у всіх точках, де ця похідна існує. Тому
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Приклад. Дано щільність абсолютно неперервної випадкової величини 
[image: image73.wmf]x
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Знайти невідомий параметр 
[image: image75.wmf]a

 і функцію розподілу.

Розв’язування. Згідно з другою властивістю 
[image: image76.wmf]()1.
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Переходимо до функції розподілу. За означенням маємо
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1. Якщо 
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2. Нехай 
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3. Якщо 
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Остаточно функція розподілу має вигляд
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ЧИСЛОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

Розглядаємо дискретну випадку величину 
[image: image96.wmf],
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 яка набуває значення 
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 відповідно з ймовірностями 
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Означення. Математичним сподіванням дискретної випадкової величини 
[image: image99.wmf]x

 називають число 
[image: image100.wmf]1
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 за умови, що цей ряд збігається абсолютно.
Приклад. Нехай дано розподіл дискретної випадкової величини 
[image: image101.wmf]x
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Знайти математичне сподівання.

Розв’язування. Оскільки 
[image: image112.wmf]1
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, то у даному випадку 
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Далі дамо означення математичного сподівання для абсолютно неперервної випадкової величини. Нехай випадкова величина 
[image: image115.wmf]x

 є абсолютно неперервною і її щільність дорівнює 
[image: image116.wmf]()
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Означення. Математичним сподіванням абсолютно неперервної випадкової величини 
[image: image117.wmf]x

 називають число
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за умови, що цей інтеграл збігається абсолютно.
Приклад. Дано щільність абсолютно неперервної випадкової величини 
[image: image119.wmf]x
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Знайти математичне сподівання.

Розв’язування. 
[image: image121.wmf](
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[image: image123.wmf](
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Якщо випадкова величина 
[image: image124.wmf]12
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 – абсолютно неперервна випадкова величина, 
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Означення. Випадкові величини 
[image: image129.wmf]1
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 називаються незалежними, якщо
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Властивості математичного сподівання:

1. Якщо 
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3. Якщо для випадкової величини 
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 існує математичне сподівання 
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4. Якщо для випадкових величин 
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5. Якщо 
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6. Якщо для випадкової величини 
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 існує математичне сподівання, то існує 
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7. Якщо для випадкових величин 
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8. Якщо випадкові величини 
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9. Нерівність Чебишова. Якщо випадкова величина 
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 є невід’ємна і для неї існує математичне сподівання, то для довільного числа 
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 виконується нерівність
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Очевидно, якщо 
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 – дискретна випадкова величина, а функція 
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, якщо ж випадкова величина є абсолютно неперервною, то 
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 за умови, що інтеграл і сума є абсолютно збіжні.

Означення. Початковим моментом порядку 
[image: image166.wmf]k

 називають число
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Означення. Центральним моментом порядку 
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II. Абсолютно неперервні розподіли.
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2. Показниковий розподіл з параметром 
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Функція розподілу, математичне сподівання і дисперсія цього розподілу є такими
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3. Нормальний розподіл з параметрами 
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Перший доданок дорівнює нулю як інтеграл від непарної функції на симетричному проміжку, другий інтеграл дорівнює одиниці. Тому 
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4. Розподіл Коші 
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Інтеграл абсолютно не збігається, отже, і математичне сподівання не існує.

ВИПАДКОВІ ВЕКТОРИ

Розглядаємо випадкове явище і ймовірнісний простір, що відповідає цьому випадковому явищу. Нехай 
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Означення. Функцією розподілу випадкового вектора 
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Властивості функції розподілу випадкового вектора:
1. Функція розподілу неперервна зліва і монотонно неспадна за всіма аргументами.
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5. Функція розподілу компоненти 
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Означення. Випадковий вектор 
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Означення. Компоненти випадкового вектора 
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Якщо випадковий вектор є дискретним, то умова незалежності конкретизується так
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Для абсолютно неперервного випадкового вектора умова незалежності є такою
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Означення. Коваріаційною матрицею випадкового вектора 
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Коефіцієнтом кореляції компонент 
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Більш детально властивості випадкових векторів розглянемо для двовимірного випадку.

ДВОВИМІРНІ ДИСКРЕТНІ ВИПАДКОВІ ВЕКТОРИ
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Приклад. Дано розподіл двовимірного випадкового вектора 
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Приклад. Дано розподіл двовимірного випадкового вектора 
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Розподіл компонент знаходиться наступним чином
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Приклад. Дано розподіл двовимірного випадкового вектора 
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Переходимо до компоненти 
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Зауважимо, що розподіл компонент можна знаходити значно простіше.

Запишемо ще раз розподіл вектора, додавши одну стрічку знизу і один стовпець справа. Далі знаходимо суми елементів по стрічках і записуємо ці суми в останній стовпець, а також знаходимо суми елементів по стовпцях і значення знайдених сум записуємо в нижню стрічку. Отримані суми є значеннями ймовірностей. Наприклад, сума верхньої стрічки є ймовірністю 
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Означення. Умовним розподілом компоненти 
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Аналогічно, умовним розподілом компоненти 
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Умовним математичним сподіванням компоненти 
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Аналогічно, умовним математичним сподіванням компоненти 
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Приклад. Дано розподіл дискретного випадкового вектора 
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Значення ймовірності 
[image: image585.wmf]{

}

4

P

h

=

 знаходимо як суму елементів другого справа стовпця.


[image: image586.wmf]{

}

4

P

h

==



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image587.wmf]0.150.050.20.4.

++=


Далі,


[image: image588.wmf]{

}

34

P

xh

===



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image589.wmf]{

}

{

}

3,4

4

P

P

xh

h

==

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image590.wmf]0.153

;

0.408

==



[image: image591.wmf]{

}

{

}

{

}

7,4

0.051

74;

40.408

P

P

P

==

=====

=

xh

xh

h



[image: image592.wmf]{

}

{

}

{

}

10,4

0.21

104.

40.42

P

P

P

xh

xh

h

==

=====

=


Отже, умовний розподіл компоненти 
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Зразу знаходимо умовне математичне сподівання компоненти 
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Переходимо до знаходження умовного розподілу компоненти 
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Запишемо цей умовний розподіл у вигляді таблиці
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Далі знайдемо умовне математичне сподівання.
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Умова незалежності для двовимірного дискретного випадкового вектора є такою
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Приклад. Дано розподіл двовимірного випадкового вектора 
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Перевірити, чи компоненти цього вектора є незалежними.
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Функція розподілу для двовимірного випадкового вектора 
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Очевидно, що функція розподілу є кусково сталою на відрізках 
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Приклад. Дано розподіл двовимірного випадкового вектора 
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Знайти функцію розподілу.
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Зокрема, коваріація знаходиться за формулою
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Коефіцієнт кореляції
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Приклад. Знайти коваріацію ї коефіцієнт кореляції випадкового вектора 
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Розв’язування. Спочатку знайдемо розподіл компонент.
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Далі знаходимо 
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І, нарешті, знаходимо
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Переходимо до коефіцієнта кореляції.
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Запишемо коваріаційну і кореляційну матриці
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Зауважимо, що якщо компоненти випадкового вектора є незалежними, то коваріація, а, отже, і коефіцієнт кореляції дорівнюють нулю. Навпаки не завжди вірно.

Приклад випадкового вектора, у якого коваріація дорівнює нулю і коефіцієнти залежні.
	
[image: image718.wmf]\

xh


	
[image: image719.wmf]1

-


	0
	1

	
[image: image720.wmf]1

-


	
[image: image721.wmf]1

8


	0
	
[image: image722.wmf]1

8



	0
	0
	
[image: image723.wmf]1

2


	
[image: image724.wmf]0



	1
	
[image: image725.wmf]1

8


	
[image: image726.wmf]0


	
[image: image727.wmf]1

8




Спочатку покажемо, що коваріація дорівнює нулю.
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Далі перевіряємо компоненти на незалежність
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Отже, 
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Зауважимо, що якщо коваріація є ненульовою, то компоненти залежні.
ДВОВИМІРНІ АБСОЛЮТНО НЕПЕРЕРВНІ ВИПАДКОВІ ВЕКТОРИ

Розглядаємо двовимірний абсолютно неперервний вектор 
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Приклад. Щільність двовимірного випадкового вектора 
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 Знайти щільність компонент.

Розв’язування. Спочатку зобразимо область 
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Перевіряємо незалежність компонент. Для цього знаходимо їх щільності 
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Переходимо до знаходження щільності 
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Знайти сумісну щільність випадкового вектора 
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Функція розподілу знаходиться за означенням:
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Приклад. Дано щільність абсолютно неперервного випадкового вектора
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Розв’язування. Насамперед знаходимо невідому константу.
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Очевидно аналітичний вигляд функції розподілу у даному випадку буде таким


[image: image901.wmf](

)

(

)

(

)

4

2

,

00

1

,23

144

x

Fxyduuvdv

xh

=+=

òò



[image: image902.wmf](

)

(

)

22

11

46416

14436

xxxx

=+=+

.

4. Далі розглядаємо множину точок 
[image: image903.wmf](

)

,,

xy

 для яких виконуються умови 
[image: image904.wmf]2,

x

>

 
[image: image905.wmf]04

y

<£

.

[image: image1059.wmf]u



[image: image906.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image907.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

,

00

1

,23

144

y

Fxyduuvdv

xh

=+=

òò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image908.wmf]

[image: image909.wmf](

)

(

)

33

11

422

14472

yyyy

=+=+

.

5. Нарешті, якщо 
[image: image910.wmf]2,

x

>

 
[image: image911.wmf]4

y

>

, тоді

[image: image1060.wmf]v



[image: image912.wmf](

)

(

)

(

)

24

2

,

00

1

,23

144

Fxyduuvdv

xh

=+=

òò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image913.wmf](

)

1

442641

144

×+×=

.    ■

Умовна щільність 
[image: image914.wmf](

)

y

xh

=

 знаходиться за формулою


[image: image915.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

,

,

y

fxy

fxy

fy

xh

xh

h

=

=

,

відповідно, умовна щільність 
[image: image916.wmf](

)

x

hx

=

 –


[image: image917.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

,

,

x

fxy

fxy

fy

xh

hx

h

=

=

.

Приклад. Дано щільність абсолютно неперервного випадкового вектора 
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Отже, умовні щільності будуть такими
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Математичне сподівання від функції компонент вектора 
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Приклад. Дано щільність абсолютно неперервного випадкового вектора
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Знайти коваріацію, коефіцієнт кореляції, коваріаційну матрицю, кореляційну матрицю, якщо область 
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Розв’язування. Спочатку знаходимо невідому константу 
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Далі знаходимо дисперсії
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[image: image1008.wmf]8016

981

16368

8181

K

æö

÷

ç

-

÷

ç

÷

ç

÷

=

ç

÷

ç

÷

ç

÷

÷

ç

-

÷

ç

÷

ç

èø

.

Кореляційна матриця має вигляд
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ЗБІЖНІСТЬ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН
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ЗАКОН ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ

Розглядаємо послідовність випадкових величин 
[image: image1026.wmf]{

}

n

x

. Для неї виконується закон великих чисел (ЗВЧ), або ця послідовність задовольняє закон великих чисел, якщо


[image: image1027.wmf]1212

.

P

nn

MMM

nn

++++++

®

KK

xxxxxx
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, то для цієї послідовності виконується закон великих чисел.

Теорема Хінчина. Нехай дано послідовність незалежних однаково розподілених випадкових величин 
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 для яких існує математичне сподівання 
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, тоді для цієї послідовності виконується закон великих чисел.
Теорема Маркова. Нехай дано послідовність довільних випадкових величин 
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Тоді для цієї послідовності справджується закон великих чисел.
Теорема Бернуллі. У схемі незалежних випробувань 
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 – відносна частота появи події, 
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 – ймовірність появи події в одному випробуванні.

Приклад. Дано послідовність незалежних випадкових величин 
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Перевірити чи для цієї послідовності виконується закон великих чисел.

Розв’язування. Для перевірки використовуємо теорему Чебишова. Незалежність дано в умові. 
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Очевидно, що 
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Тому для даної послідовності виконуються умови теореми Чебишова, а, отже, справджується закон великих чисел. ■

Приклад. Дано послідовність незалежних випадкових величин, які мають розподіл Коші. Перевірити, чи для цієї послідовності виконується закон великих чисел 
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Розв’язування. Оскільки для розподілу Коші не існує математичного сподівання, то немає мови про виконання закону великих чисел. ■
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