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Тема. Ряди. План

I. Числові ряди

1. Основні означення
2. Геометричний  ряд

3. Властивості рядів

4. Необхідна умова збіжності ряду

5. Ряди з додатними членами

а) ознаки порівняння

б) інтегральна ознака, узагальнено гармонічні ряди

6. Ознаки Даламбера і радикальна ознака Коші

7. Знакочергувальні ряди. Ознака Лейбніца

8. Знакозмінні ряди, ознака Вейєршрасса 

II. Функціональні ряди

1. Основні означення
2. Степеневі ряди. Теорема Абеля. Властивості степеневих рядів
3. Розклад функції в степеневий ряд

4. Ряди Маклорена для деяких функцій

5. Застосування рядів до наближених обчислень

Д.з.: Б-Н   374, 375, 377-379, 381-387, 389, 390, 392, 396-400, 478-480.
0. Повторення послідовності, її границі, збіжної послідовності, невласного інтегралу І-го роду.
f : ℕ → ℝ
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В будь-якому околі точки 1 лежать всі члени послідовності, починаючи з деякого номера. 

Збіжна послідовність – якщо її границя є число.
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 -- невласний інтеграл І-го роду; збіжний – якщо остання границя є число, інакше – розбіжний.
1. Означення ряду. Ряд – це сума усіх членів послідовності, тобто, нескінченна сума. 
Позначення:
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Точніше, поступають так як при обчисленні невласного інтегралу першого роду з нескінченною верхньою межею, а саме:  
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Якщо остання границя є число S, то ряд називається збіжним, і це число  S – називається сумою ряду. Якщо ж ця границя – нескінченність або не існує, то ряд називається розбіжним.
Формула 
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 називається загальним членом ряду
Приклад.  
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   -- ряд (гармонічний). Загальний член -- 
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Частинна сума ряду – це сума перших  n   доданків ряду (
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S1 = 
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Sn , n≥1– послідовність частинних сум.

Розглянемо границю Sn
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Можна й так сформулювати означення збіжного та розбіжного рядів: якщо послідовність частинних сум ряду збіжна (тобто, S є число), то ряд називається збіжним, і це число  S  називається сумою ряду; якщо 
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 – є нескінченність або не існує, то ряд називається розбіжним. Позначають 
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=∞ і кажуть, що сума ряду є ∞ (хоча ряд розбіжний).
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--  називається хвіст ряду, це також ряд. Хвіст ряду має такий ж характер збіжності як і сам початковий ряд. І, якщо ряд збіжний, то  його хвіст
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Також правильно і навпаки, якщо послідовність хвостів 
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2. Приклад (геометричний ряд, або нескінченна геометрична прогресія)  
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Параметри геометричного ряду – числа p, q. Розглянемо  різні випадки: 
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  - число, то ряд збіжний;
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Отже, ряд розбіжний  і його сума – нескінченність.
3) 
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Отже, ряд розбіжний  і не має суми.
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Отже, геометричний ряд при 
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Приклад. Дослідити на збіжність ряди за означенням та знайти їхні суми:

а) 
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Ми помітили закономірність, що 
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 (взагалі, дуже рідко вдається помітити закономірність).   
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Отже, ряд збіжний,  і його сума 1.

3. Властивості рядів (випливають із властивостей границь послідовностей).

1. При почленному додаванні чи відніманні збіжних рядів, отримують збіжний ряд і при цьому їх суми додаються чи віднімаються.
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 -- також збіжний.
Доведення. Позначимо послідовність частинних сум останнього ряду Pn. Тоді  
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 (Тут використана переставний закон для скінченних сум.)
Вправа. Що можна сказати про суму чи різницю збіжного і розбіжного рядів?
2. При множенні ряду на число не рівне нулю, характер його збіжності не зміниться, а його сума домножується на це число:    
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Вправа. Довести. Що станеться з рядом, якщо всі його доданки домножити на нуль? 
3. Якщо з ряду відкинути чи додати до нього скінченну кількість доданків, то характер збіжності ряду не зміниться, а його сума зміниться на суму цих доданків.
Вправа. Довести.
Приклад. Ряд 
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мають однаковий характер збіжності, бо, позначивши
послідовності частинних сум рядів через Sn та Qn відповідно, при великих n (n >10) виконується       Qn = Sn – (a1+a2+…+a9) → S – (a1+a2+…+a9), n →∞.
4. Необхідна умова збіжності ряду

Рідко коли можна дослідити ряд на збіжність за означенням, тому що важко знайти закономірність і виписати формулу для  Sn. Інколи можна дослідити ряд, використовуючи формулу загального члена аn. Розглянемо такі теореми. Їх ще називають – ознаки збіжності ряду. 
Теорема (необхідна умова збіжності ряду). Якщо ряд 
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Доведення: 
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Зауваження! Дана умова не є достатньою для збіжності ряду, тобто, є ряди з дуже маленькими доданками (які прямують до 0), але розбіжні.

Приклад. Гармонічний ряд: 
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=

+

+

+

+

+

>

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

*

>

*

>

¥

=

*

>

*

>

å

...

2

1

2

1

2

1

2

1

1

...

32

1

...

17

1

16

1

...

9

1

8

1

...

5

1

4

1

3

1

2

1

1

1

32

/

1

16

16

/

1

8

1

8

/

1

4

4

/

1

2

4

3

4

2

1

4

3

4

2

1

4

3

4

2

1

3

2

1

n

n

.
[image: image348.wmf] Як бачимо, гармонічний ряд розбігається, хоча його загальний член прямує до нуля: 
[image: image78.wmf]0

1

lim

lim

=

=

¥

®

¥

®

n

a

n

n

n

.
Приклад застосування необхідної умови збіжності ряду. Дослідити на збіжність ряд 
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Отже, ряд розбіжний, бо не виконується необх.ум.збіжн.ряду. 
Приклад 1 (коли теорема не працює). Дослідити на збіжність ряд 
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. Отже, ряд може бути як збіжним так і розбіжним. Дана теорема в такому випадку не дає відповідь на питання про характер збіжності. Дослідимо цей ряд за іншими ознаками, які розглянемо далі.
5. Ряди з додатними членами
[image: image83.wmf]
Означення. Ряд 
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¥

=

1

n

n

a

 називається додатним, якщо всі його доданки невід’ємні числа: 
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Властивість додатних рядів. Додатній ряд збіжний тоді і тільки тоді, коли послідовність його частинних сум  Sn   обмежена.

Доведення. Якщо ряд додатній, то його послідовність частинних сум  Sn  очевидно зростаюча. За властивістю Вейєрштрасса  для границь послідовностей для збіжності Sn  достатньо щоб вона була обмеженою 
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, де М – число. І навпаки, якщо послідовність Sn  збіжна, то вона обмежена. Отже, для того, щоб додатній ряд був збіжним, необхідно і достатньо, щоб послідовність його частинних сум Sn  була обмеженою.

а) Із цієї властивості випливають ознаки порівняння.

Теорема (ознака порівняння через нерівності). Нехай є два додатні ряди 
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і доданки першого ряду не більші від відповідних доданків другого ряду: 
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. Тоді: 

1) якщо ряд з більшими доданками збігається то ряд з меншими доданками також збігається;

2) якщо ж ряд з меншими доданками розбігається, то з більшими також розбігається.

Приклад. Дослідити на збіжність ряд 
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Порівняємо його з гармонічним рядом: 
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  Отже, початковий ряд розбіжний (ознака порівняння).
Приклад 1 (продовження). Порівняємо наш ряд 
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Теорема (ознака порівняння через границі).  Нехай є два додатні ряди 
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 Приклад 1 (продовження). Порівняємо наш ряд 
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розбіжний, через границю:  
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Границя не нуль і не нескінченність, то наш ряд має такий ж характер збіжності як і гармонічний, тобто, розбігається (ознака порівняння).
Для теорем порівняння потрібно знати багато еталонних рядів, з якими можна порівнювати.
Отримаємо їх з допомогою наступної ознаки.
б) Інтегральна ознака Коші

Теорема (інтегральна ознака Коші). Нехай 
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 додатній ряд і послідовність його доданків 
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спадна: 
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Але 
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  і нехай ця функція також додатна і спадна на 
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 і невласного інтегралу
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Доведення. 
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Із ознак порівняння або з властивості  частинних сум додат-ного ряду випливає, що в них однакові характери збіжності.

Узагальнено гармонічні ряди це ряди виду 
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При 
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Якщо 
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 n ∊ ℕ , тоді, за ознакою порівняння, ці ряди розбіжні, тобто, узагальнено гармонічні ряди, більші за гармонічний, і сам гармонічний ряд  –  розбіжні.
Розглянемо випадок 
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Отже, узагальнено гармонічні ряди, які менші за гармонічний, є збіжними.
Узагальнено гармонічні ряди часто використовуються в ознаках порівняння як ряди еталони.

Приклад. Дослідити на збіжність ряд 
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Ряд додатний. Порівняємо наш ряд з простішим (залишимо в чисельнику і знаменнику тільки найбільші на нескінченності доданки): 
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 -- узагальнено гармонічний, менший за гармонічний, то збігається (при множенні на 1/3 характер збіжності не зміниться). 
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 Границя не рівна ні нулю ні нескінченності, то початковий ряд також збіжний(ознака порівняння).
6. Наступні ознака Даламбера і радикальна ознака Коші випливають із ознак порівняння при порівнянні з геометричним рядом.
Теорема (ознака Даламбера). Якщо існує границя 
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lim

1

n

n

n

a

a

D

+

¥

®

=

то: 

при 
[image: image131.wmf]1

<

D

ряди 
[image: image132.wmf]å

n

a

 і 
[image: image133.wmf]å

n

a

 - збігаються,

якщо ж 
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якщо 
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, то ряди можуть як розбігатися так і збігатися.

Теорема (радикальна ознака Коші) якщо існує границя 
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якщо 
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Вправа. Перевірити, що D і K для геометричного ряду (
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Зауваження. Ознаку Даламбера використовують якщо у формулі загального члена 
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(він подібний на геометричний ряд) або факторіали (їх тоді зручно скорочувати).
Приклад. Дослідити на збіжність 
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 Це додатній числовий ряд. (Пам’ятаємо виняток для факторіалу 
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то ряд збігається (ознака Даламбера).

Зауваження. Радикальну ознаку Коші зручно застосовувати, коли загальний член ряду 
[image: image149.wmf]n
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 є степенем.

Приклад. Дослідити на збіжність ряд  
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Отже, ряд розбігається (радикальна ознака).

7. Знакочергувальні ряди. Ознака Лейбніца
Приклад .
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 -- називається ряд Лейбніца – це знакочергувальний ряд.
Означення. Ряд називається знакочергувальним, якщо знаки його доданків строго чергуються 
(+, −,  +, −, +, −,… або  −,  +, −, +, −,…).

Характерний множник знакочергувального ряду -- 
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Теорема (ознака Лейбніца). Якщо виконуються такі 3 умови:  1) 
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2) Послідовність з модулів доданків 
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3) 
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Тоді ряд 
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, тобто, хвіст ряду менший за свій перший доданок.
Приклад. Дослідити ряд Лейбніца на збіжність і знайти його суму з точністю до 0,2.

 Використаємо ознаку Лейбніца: 1) ряд 
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Отже, ряд Лейбніца збігається за ознакою Лейбніца, і його сума:
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Зауваження. Пізніше ми доведемо, що сума ряду Лейбніца є 
[image: image163.wmf])
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8. Знакозмінні ряди. Ознака Вейєрштрасса

Означення. Ряд називається знакозмінним, якщо в нього є нескінченна кількість як додатних так і від’ємних доданків.
Знакочергувальний ряд є знакозмінним рядом.

Теорема (ознака Вейєрштрасса). Якщо 
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 n ∊ ℕ  і більший ряд 
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Доведення.  Випливає з того, що послідовність хвостів другого ряду →0, n →∞ і є більшою або          

рівною від послідовності модулів з хвостів першого. 
Наслідок. Якщо для ряду
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 ряд з абсолютних величин 
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Якщо збігаються обидва ряди
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називається абсолютно збіжним.

Якщо сам ряд 
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[image: image176.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

називається умовно збіжним.
Зауваження. Аналогічно вводяться поняття абсолютно та умовно збіжного невласного інтегралу.

Вправа. Записати ці означення.
Зауваження. Оскільки 
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, то в ознаці Вейєрштрасса очевидно можна гарантувати абсолютну збіжність ряду
[image: image178.wmf].
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 Аналогічно в ознаках Даламбера і радикальній Коші при D <1  чи K<1 можна робити висновок про абсолютну збіжність ряду
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Приклад. Дослідити на умовну, абсолютну збіжність ряд 
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 - узагальнено гармонічний ряд (за гармонічний менший) збіжний, то початковий ряд збігається абсолютно за ознакою Вейєрштрасса.
Приклад. Дослідити на умовну, абсолютну збіжність ряд Лейбніца 
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Ми вже раніше дослідили, що він є збіжним. Дослідимо ряд з модулів: 
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 - гармонічний, розбіжний. Отже, початковий ряд збігається умовно.
Властивості про перестановку членів абсолютно та умовно збіжних рядів

Теорема 1. Якщо ряд збігається абсолютно, то він залишається абсолютно збіжним, при будь-якій перестановці його доданків і сума його не змінюється.

Теорема 2. Якщо ряд збігається умовно, то можна так переставити його доданки, щоб сума стала дорівнювати будь-якому наперед заданому числу, або його взагалі можна зробити розбіжним.

ІІ. Функціональні ряди
1. Означення. Функціональний ряд це ряд, доданки якого є функції  
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Область допустимих значень ряду – це область допустимих значень для всіх доданків.
Приклад 1.
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          ОДЗ: x ∊ ℝ
Зауваження. Перший доданок 
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x

 при х=0 в рядах прийнято вважати теж 1, тобто, 
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При підстановці різних значень змінної х отримуємо різні числові ряди розбіжні або збіжні із різними сумами, що залежать від х.
Означення. Сукупність всіх значень змінної  х , при яких ряд збігається, називається областю збіжності ряду і позначається  Х. Сума функціонального ряду є функцією від х, позначається S(x) і дорівнює сумі числового ряду, отриманого внаслідок підстановки числа x ∊ Х. 
У прикладі 1:  
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, тому що це геометричний ряд із знаменником 
q=x, b=1. Отже, область збіжності  Х=(-1;1), S(x)= 
[image: image191.wmf],
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Приклад 2. Знайти область збіжності ряду
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Це функціональний ряд,   ОДЗ: x ∊ ℝ.
За ознакою Даламбера: 
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від змінної х. Методом інтервалів дослідимо проміжки, де він більший чи менший від 1.
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Ряд розбігається при 
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 і збігається на інтервалі 
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Дослідимо їх окремо: 
підставимо 
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 в початковий ряд отримуємо 
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Якщо 
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Відповідь: область збіжності Х=
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2. Степеневий ряд – це функціональний ряд виду
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 де an , n≥1 – числова послідовність – коефіцієнти степеневого ряду, x0 – число – центр ряду. 
Можна провести заміну змінної 
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Теорема (про радіус та інтервал збіжності степеневого ряду).
 Для степеневого ряду 
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 ряд розбігається. 
Це число 
[image: image217.wmf]r
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У прикладі 2 ряд також був степеневим з центром 0, 
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, інтервал збіжності 
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Наслідок. Область збіжності степеневого ряду з центром в точці 0 може бути однією з таких: 
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При 
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 інтервал  і область збіжності будуть однаковими 
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Неважко за ознаками Даламбера та радикальною Коші отримати формули для радіусу збіжності 
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Зауваження. Якщо степеневий ряд з центром в точці х0 , а саме 
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Властивості степеневих рядів

1. Сума степеневого ряду 
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 є неперервною функцією на всій області збіжності ряду Х.

2. Степеневий ряд можна почленно диференціювати на інтервалі збіжності:
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 і т.д. – нові степеневі ряди.
3. Степеневий ряд можна почленно інтегрувати на відрізку, що повністю входить у інтервал збіжності: 
[image: image233.wmf])

,

(

),

(

...

0

3

3

2

2

1

0

r

r

x

x

S

x

a

x

a

x

a

a

x

a

n

n

n

-

Î

=

+

+

+

+

=

å

¥

=

 і        
[image: image234.wmf][

]

(

)

r

r

,

,

-

Ì

b

a

, то 


[image: image235.wmf]ò

å

å

ò

ò

å

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

=

=

¥

=

+

+

¥

=

¥

=

b

a

b

a

b

a

b

a

a

b

dx

x

S

n

n

a

x

a

x

a

x

a

x

a

dx

x

a

dx

x

a

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

)

(

1

1

...

4

3

2

0

1

1

4

3

3

2

2

1

0

0

0

.
Можна інтегрувати на відрізку  [0; х], де  х∊
[image: image236.wmf](
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4. При інтегруванні (на [0; х]) чи диференціюванні степеневого ряду його інтервал збіжності не змінюється (випливає із ознаки Даламбера, бо добавляється множник в чисельнику чи знаменнику n  чи  n+1, а    
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5. Сума степеневого ряду S(х) є нескінченно диференційованою функцією на інтервалі збіжності 
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6. Формули для коефіцієнтів степеневого ряду через S(х) (виводяться з допомогою багаторазового диференціювання ряду при x=0): 
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Отже, степеневий ряд можна записати у вигляді: 
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 Вважають f (0)(x)=f(x).
Якщо центр ряду в точці х0, то:
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3. Розклад функції у степеневий ряд

Оберненою задачею до знаходження суми степеневого ряду є задача розкладу функції у степеневий ряд.
Означення. Нехай 
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 нескінченно раз диференційована на інтервалі 
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 називається  рядом Тейлора функції  
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Відповідь на питання чи є функція 
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 сумою свого ряду Тейлора дають наступні теореми.
Теорема1 (необхідна і достатня умова збіжності ряду Тейлора до своєї функції). Функція f(x) є сумою свого ряду Тейлора в точці  х  тоді і тільки тоді, коли  
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Теорема2 (достатня умова збіжності ряду Тейлора до своєї функції).  Якщо існують числа 
c > 0  і 𝜆 > 0, такі, що 
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 n ∊ ℕ, то сума ряду Тейлора буде функція 
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Доведення. Розглянемо більший ряд 
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 n ∊ ℕ, тому також прямує до нуля Ln(x)→0, n→∞ , і за попередньою теоремою 
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(Збіжність ряду Тейлора випливає  також  з того, що послідовність хвостів більшого ряду →0, 
n →∞ і є більшою або рівною від послідовності модулів з хвостів ряду Тейлора.)  
4. Ряди Маклорена для деяких функцій
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Для будь-якого r > 0:    
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Радіус збіжності цього ряду є +∞. 
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Неважко переконатись в справедливості формули 
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Можна також отримати цю формулу, використавши теорему про почленне інтегрування чи диференціювання ряду Маклорена для cos x. (Вправа. Розписати).
Зауваження. Ефективним методом розкладання функції в степеневий ряд є інтегрування та диференціювання уже відомих розкладів. Розглянемо це на прикладах.
4) 
[image: image285.wmf])

1

ln(

)

(

x

x

f

+

=


Згадаємо геометричний ряд: 
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[image: image288.wmf]q

b

x

x

f

-

=

+

=

¢

1

1

1

)

(

при  b=1, q=-x. Підставимо у геометричний ряд:

[image: image289.wmf](

)

1

...,

...

1

1

1

3

2

<

+

-

+

-

+

-

=

+

x

x

x

x

x

x

n

. Проінтегруємо його на відрізку [0,x] при 
[image: image290.wmf]1

<

x

:   

[image: image291.wmf](

)

x

n

n

x

n

x

x

x

x

x

dx

x

0

1

4

3

2

0

...

1

1

..

.

4

3

2

1

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

+

+

-

+

-

=

+

+

ò



[image: image292.wmf](

)

).

1

,

1

(

...,

1

1

..

.

4

3

2

)

1

ln(

1

4

3

2

-

Î

+

+

-

+

+

-

+

-

=

+

+

x

n

x

x

x

x

x

x

n

n


Ми розклали функцію в степеневий ряд і інтервал збіжності залишиться такий самий за вл.4.

Знайдемо область його збіжності, дослідивши збіжність на кінцях інтервалу: при х=-1 отримаємо гармонічний ряд, домножений на -1, розбіжний; при х=1 -- ряд Лейбніца, збіжний.

Отже, область збіжності ряду (-1, 1]. Оскільки за вл.1, сума степ. ряду є неперервною функцією на області збіжності, то формула розкладу справедлива і при х=1, зокрема, сума ряду Лейбніца є ln2.   
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Вправа. Розписати.
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Цей ряд називається біноміальний.
Вправа. Довести за означенням ряду Маклорена і далі аналогічно доведенню Т2.
Якщо 𝛼=m – натуральне число, то ряд перетворюється в скінченну суму:
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Це є відома формула, яка називається біном Ньютона, а її коефіцієнти 
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Загальна формула біному Ньютона:
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7) Використавши біноміальний ряд можна з допомогою інтегрування розкласти в ряд 
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Вправа. Розкласти.
5. Застосування рядів до наближених обчислень і розв’язування ДР
1. Обчислити наближено 
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Хвіст оцінюємо за ознакою Лейбніца: 1) знакочергувальний ряд, 2) 
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2. Обчислити інтеграл 
[image: image308.wmf]ò

1

0

sin

dx

x

x

 з точністю до 0,001
ОДЗ: 
[image: image309.wmf]0

¹

x

, але 
[image: image310.wmf]1

sin

lim

0

=

®

x

x

x

, тому функція інтегрована на [0, 1] і інтеграл не залежить від значення в одній точці.

[image: image311.wmf]...,

!

5

!

3

!

1

sin

5

3

-

+

-

=

x

x

x

x

 х ∊ ℝ

[image: image312.wmf]0

...,

!

5

!

3

!

1

1

sin

4

2

¹

-

+

-

=

x

x

x

x

x

. 
[image: image313.wmf][

]

1

;

0

⊂ ℝ .    Проінтегруємо ряд на цьому відрізку

[image: image314.wmf]{

.

001

,

0

946

,

0

001

,

0

1800

1703

001

,

0

600

1

18

1

1

...

9

!

9

1

7

!

7

1

5

!

5

1

3

!

3

1

!

1

1

...

7

!

7

5

!

5

3

!

3

!

1

sin

õâ³ñò

001

,

0

1

0

7

5

3

1

0

±

»

±

=

±

+

-

=

-

×

+

×

-

×

+

×

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

-

×

+

×

-

=

<

ò

4

4

3

4

4

2

1

x

x

x

x

dx

x

x


Хвіст оцінюємо за ознакою Лейбніца: 1) знакочергувальний ряд, 2) 
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3.Обчислити 
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ОДЗ: х ∊ ℝ  
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, х2 ∊ ℝ  ⇔ х ∊ ℝ . Можна почленно інтегрувати на будь-якому відрізку 
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Хвіст оцінимо з допомогою геометричної прогресії:  
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(це геометрична прогресія з 
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Отже, хвіст можна відкинути  
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4.  
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  -- задача Коші для ДР. ДР не належить до вивчених типів.
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 -  невідома функція. Вважаючи, що її можна розкласти в збіжний ряд, розкладемо її в ряд Тейлора з центром в точці 
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, тобто, в ряд  Маклорена: 
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, в деякому околі точки 0.
Знайдемо коефіцієнти ряду використовуючи початкову умову і ДР:
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Підставимо в ДР 
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Для того, щоб знайти 
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візьмемо похідну з двох боків рівняння по змінній х, пам’ятаючи, що y є функцією від х: 
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Аналогічно можна знайти
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. Цю операцію мож- на продовжувати. Часто в умові задачі вказано, до якого степеня потрібно розкласти розв’язок.
Підставимо знайдені коефіцієнти в ряд розв’язку: 
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При малих х можна приблизно знаходити значення розв’язку за цією формулою.
Якщо вдасться помітити закономірність і знайти y(n)(0), то можна виписати весь ряд, знайти його область збіжності, інколи вдається впізнати цю функцію по її ряду. 
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