
[image: image1.wmf]               §1. Вступ до теорії ймовірностей. Основні поняття.
     Стохастичним називається експеримент, результат якого не можна передбачити наперед.

Стохастичниму експерименту ставиться у відповідність деяка множина 
[image: image2.wmf]W

, точки (елементи) якої відображають найбільш повну інформацію про можливі результати цього експерименту.

      Множина 
[image: image3.wmf]W

 називається простором елементарних подій, а її точки (елементи) 
[image: image4.wmf]w

- елементарними подіями. Множина 
[image: image5.wmf]W

 може бути дискретною (скінченною або зчисленною) або неперервною.

      Приклад . Проводиться стохастичний експеримент – монету підкидають два рази.

Очевидно, що 
[image: image6.wmf]W

={ГГ, ГЦ, ЦГ, ЦЦ}. 

1.1. Класифікація подій та дії над ними.

     Підмножини 
[image: image7.wmf]W

Í

A

, для яких за умовами експерименту можлива відповідь одного з двох типів: “наслідок 
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w

 “ або “наслідок 
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w

” називаються випадковими подіями.

      Зокрема, в прикладі 2 подія А : “герб з’явиться принаймні один раз”. Підмножина 

А={ГГ, ГЦ, ЦГ} містить три елементи з множини 
[image: image10.wmf]W

, тобто подія А складається з трьох елементарних подій.

      Множина 
[image: image11.wmf]W

, яка трактується як подія, характерна тим, що в результаті експерименту вона обов’язково відбувається при виконанні певної сукупності умов, називається вірогідною подією.
      Підмножиною довільної множини 
[image: image12.wmf]W

 вважається порожня множина Ø, яка не містить жодної точки з 
[image: image13.wmf]W

, тобто така подія в експерименті не відбувається , вона наз. неможливою подією і позначається Ø.

       Нехай А і В – випадкові події. Якщо А
[image: image14.wmf]Ì

В (тобто кожний елемент А міститься в В), то це означає, що подія А тягне за собою подію В. Іншими словами, якщо подія А відбувається, то подія В теж відбувається, тобто подія В є наслідком події А. Якщо А
[image: image15.wmf]Ì

В і В
[image: image16.wmf]Ì

А, то події А і В називаються рівносильними (еквівалентними): А=В.  

      Об’єднанням (сумою) двох подій А і В називається подія  А
[image: image17.wmf]U

В (або А+В), яка полягає в тому, що відбулася принаймні одна з подій А або В.

     Перетином (суміщенням або добутком) двох подій називається подія А
[image: image18.wmf]B

I

 (або А·В), яка полягає в тому, що відбулася і подія А і подія В.

     Різницею А\В називається подія, яка полягає в тому, що відбулася  подія А, а В не відбулася.

     Доповнення  множини А позначається 
[image: image19.wmf]A

=
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\А, де 
[image: image21.wmf]A

 - подія, протилежна події А.

     Події А і В наз. сумісними, якщо поява однієї з них не виключає появу іншої, тобто   А
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       Події 
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 називаються попарно несумісними, якщо 
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     Повною групою несумісних подій називається сукупність (скінченна або нескінченна) попарно несумісних подій, причому в результаті експерименту з’явиться тільки одна з цих подій, тобто
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      Операції об’єднання і перетину подій мають очевидні властивості:
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[image: image48.wmf]
1.2. Частота випадкової події.

Нехай ми повторили експеримент  n разів, і 
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 - число спроб, в яких відбулася подія А.

       Відношення   
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  називається частотою події А в даній серії експериментів.

Частота має такі властивості:
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,  де А, В – дві несумісні події.
                                  1.3. Статистичне означення ймовірності.

  Границя частоти при необмеженому збільшенні числа спроб n називається ймовірністю події А    
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 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf])
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Таке означення ймовірності наз. статистичним.  Для підрахунку ймовірності воно не вик.                                                                        1.4.  Класичне означення ймовірності.
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тобто ймовірністю випадкової події А наз. відношення числа елементарних подій  (спроб) m , сприятливих події А, до кількості всіх можливих елементарних подій (числа спроб) n в даному експерименті.

    Основні  властивості ймовірності:
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(Ø)=0.
                                  1.5. Геометрична ймовірність.

В область 
[image: image68.wmf]G

, площа якої 
[image: image69.wmf]G

S

,  навмання кидають точку. Треба обчислити ймовірність того, що точка попаде в область
[image: image70.wmf]g

, яка міститься в 
[image: image71.wmf]G

. Припустимо, що точка може попасти в довільну точку області
[image: image72.wmf]G

 і ймовірність попадання в якусь частину обл. 
[image: image73.wmf]G

пропорційна площі цієї частини. В цьому випадку йм. попадання в обл.
[image: image74.wmf]g
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тобто ймовірність попадання випадкової точки всередину деякої області 
[image: image76.wmf]g

визначається як відношення розміру цієї області до розміру всієї області 
[image: image77.wmf]G

, в яку може попасти дана точка.

   В одновимірному випадку під розміром обл. розуміємо довжину відрізка, в 3-вимір. – об’єм області.

            1.6. Поняття про аксіоматичне означення ймовірності.

   За Колмогоровим, задається простір елементарних подій 
[image: image78.wmf]w

 – множина 
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 і 
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-алгебра 
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 підмножин множини 
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. Ці підмножини наз. випадковими подіями. Довільній події А ставиться у відповідність невід’ємне число 
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 наз. ймовірнісним простором.

     Аксіоми, які визначають 
[image: image85.wmf]s

-алгебру множини 
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   Звідси випливає, що
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Ймовірність 
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 як функція множини А задовольняє аксіоми:
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Аксіома 
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– це розширена аксіома додавання, з неї випливає, що 
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Дійсно, оскільки Ø =Ø
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              §2.  Основні теореми теорії ймовірностей.

                 2.1.Теорема додавання ймовірностей несумісних подій.

       Якщо події А і В несумісні (А
[image: image112.wmf]I

В= Ø), причому відомі їх ймовірності Р(А) і Р(В), то ймовірність суми цих подій дорівнює сумі їх ймовірностей
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      Дійсно, нехай n – число всіх елементарних подій в деякому досліді, 
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- число елементарних подій, сприятливих події А, 
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 - число елементарних подій, сприятливих події В. Тоді  появі події 
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 елементарних подій. Отже , за класичним означенням ймовірності
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     Наслідок 1.  Ймовірність протилежної події обчислюється за формулою 
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       Дійсно, оскільки 
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    Наслідок 2.                  
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    Наслідок 3.   Якщо події  
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Дійсно, за означенням повної групи попарно несумісних подій маємо 
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    Приклад 1. 
                    2.2. Умовна ймовірність.

     Вище ми говорили, що в основі означення ймовірності випадкової події лежить сукупність деяких певних умов. Якщо ж ніяких інших обмежень, крім цих умов, при обчисленні ймовірності 
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    Деколи використовують таке позначення умовної ймовірності  
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       Приклад 2
         Умовна ймовірність служить характеристикою залежності однієї події від іншої.

     Дві події 
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 і 
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 називаються залежними, якщо 
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        і незалежними, якщо                    
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                       2.3. Теорема множення ймовірностей залежних подій.

    Розглянемо дві залежні події 
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          Ймовірність сумісної появи двох залежних подій дорівнює добуткові ймовірності однієї з них на умовну ймовірність іншої, обчисленої за умови, що перша відбулася
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      Дійсно, за означенням умовної ймовірності із співвідношення (5) маємо   
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      Оскільки 
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    Наслідок. Якщо події  
[image: image157.wmf]i

A

 (
[image: image158.wmf]n

i

,

1

=

), залежні , то  

                         
[image: image159.wmf])

/

(

)

/

(

)

/

(

)

(

1

2

1

2

1

3

1

2

1

1

-

=

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

n

n

i

i

A

A

A

A

P

A

A

A

P

A

A

P

A

P

A

P

I

,                      (9)

тобто ймовірність сумісної появи декількох залежних подій дорівнює добуткові ймовірності однієї з них на умовні ймовірності всіх решти, причому ймовірність кожної наступної події обчислюється в припущенні, що всі попередні події відбулися.
                     2.4. Теорема множення ймовірностей незалежних подій.

     Ця теорема є наслідком попередньої. Дійсно, якщо А , В  - незалежні події , то, враховуючи (7), маємо                                             
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          Декілька подій називаються попарно незалежними, якщо кожні дві з них незалежні.

   Наприклад, події  А, В, С  попарно незалежні, якщо незалежні події А і В,  А і С,  В і С.

       Декілька подій наз.  незалежними в сукупності, якщо незалежні  кожні дві з них і незалежні кожна з них  і всі можливі добутки решти подій.Наприклад, якщо події  А, В, С незалежні в сукупності, то незалежні події А і В,  А і С,  В і С, А і В
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         Приклад 3.  

                 2.5. Наслідки з теорем додавання і множення ймовірностей.

2.5.1. Ймовірність появи принаймні однієї події.
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   Зокрема, якщо 
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    Приклад 4.  
                      2.5.2. Теорема додавання ймовірностей сумісних подій.

    Нехай дві події 
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    Дійсно, оскільки події 
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                                  2.5.3. Формула повної ймовірності.
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     Це так звана формула повної ймовірності.

    Дійсно, подія 
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                                 2.5.4. Формули Байєса.

      Ймовірності гіпотез після  проведення досліду, тобто коли відбулася подія 
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   Дійсно, за теоремою множення ймовірностей залежних подій маємо
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         Приклад 5. 

         §3. Схема незалежних спроб. Формула Бернуллі. Граничні теореми.

           3.1. Схема незалежних спроб.  Формула Бернуллі.

       Нехай проводиться скінченне число 
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      Найімовірнішим числом 
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     Із нерівності (3) маємо
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   Аналогічно із (4) маємо 
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   Об’єднавши нерівності (5) і (6), отримаємо подвійну нерівність
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з якої і визначається найімовірніше число появ події.

  Зауважимо, що довжина інтервала (7) дорівнює 1:    
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   Тому, якщо межі цього інтервала  - дробові числа, то отримаємо тільки одне значення 
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        Приклад 2. 
          Число 
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                         3.3. Локальна теорема Муавра – Лапласа.

        Якщо ймовірність 
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 Приклад 3. 
                      3.4. Інтегральна теорема Муавра – Лапласа.

   Якщо ймовірність 
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    Зауважимо, що формули  (8)-(10) можна застосовувати ,  якщо  
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    Приклад 4.  

                3.5. Ймовірність відхилення відносної частоти від сталої ймовірності. 

     Нехай провели 
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  Позначимо шукану ймовірність  
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 Домножимо кожну з частин останньої нерівності  на   
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[image: image440.wmf]»

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

£

-

£

×

-

pq

n

npq

np

m

pq

n

P

e

e



 EMBED Equation.3  [image: image441.wmf]dz

e

pq

n

pq

n

z

ò

×

×

-

-

e

e

p

2

2

2

1

 = 
[image: image442.wmf]dz

e

pq

n

z

ò

×

-

e

p

0

2

2

2

2

=
[image: image443.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

F

pq

n

e

2

.

      Отже,            
[image: image444.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

£

-

e

p

n

m

P

  
[image: image445.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

F

»

pq

n

e

2

 .                                                                           (12)        
                                    3.6. Теорема Пуассона.

     Точність формул (8)-(10)  знижується, коли   
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      Формула (13) називається формулою Пуассона. 
     Дійсно, з формули Бернуллі  (1)   маємо
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    Перейшовши до границі, коли 
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   Приклад 5   Приклад 6.  
§4.Випадкові величини. Закони розподілу випадкових величин.

             4.1. Дискретні і неперевні випадкові величини.


Назвемо випадковою  величину, пов’язану з даним дослідом, яка при кожному здійсненні досліду може приймати те чи інше числове значення, залежно від випадку.Випадкова подія є якісною характеристикою випадкового результату досліду, а випадкова величина – його кількісною характеристикою. Випадкові величини поділяються на дискретні і неперервні. 


Дискретна випадкова величина - це така величина, яка може приймати лишень розрізнені (дискретні, перервні) значення:           
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. Випадкова в. 
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 називається неперервною, якщо сукупність її можливих значень цілком заповнює деякий проміжок числової осі.
            4.2. Закон розподілу випадкової величини.

         Приклад 1.


Співвідношення, яке встановлює зв’язок між можливими значеннями випадкової величини і ймовірностями, з якими приймаються ці значення, наз.-ся законом розподілу ймовірностей в. в.

     Для дискретної випадкової величини 
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Графічне зображення закону розподілу називається многокутником розподілу: по осі абсцис відкладаємо можливі значення 
[image: image483.wmf]k
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 випадкової в. 
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    Закон розподілу неперервної випадкової величини може бути заданий графічно або аналітично 
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 (з допомогою формули).    Тому для неперервних випадкових величин (як, зрештою, і для дискретних) визначають ймовірність попадання в деякий інтервал числової осі.

    Ймовірність попадання випадкової величини 
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 в інтервал 
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 визначають як ймовірність події 
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              4.3. Функція розподілу.


Функція розподілу(інтегральна) ймовірностей випадкової величини  визначаються як  ймовірність того, що в. в. Х  прийме значення, менше деякого фіксованого числа 
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Тоді ймовірність попадання випадкової величини в деякий інтервал 
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Дійсно, випадкова подія 
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       Отже, за теоремою додавання ймовірностей несумісних подій маємо
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             4.4. Щільність розподілу
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[image: image521.wmf]{

}

ò

=

<

£

b

a

dx

x

f

b

X

a

P

)

(

.





   (7)

Дійсно, 

[image: image522.wmf]{

}

ò

ò

ò

¥

-

¥

-

=

-

=

-

=

<

£

a

b

a

b

dx

x

f

dx

x

f

dx

x

f

a

F

b

F

b

X

a

P

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

.




Встановимо деякі властивості щільності розподілу:
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  4.5. Приклади основних законів розподілу:
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  Функція розподілу
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б) неперервних випадкових величин.

4. рівномірний розподіл:  в.в. Х називається розподіленою рівномірно на інтервалі  
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  Використовуючи властивість щільності розподілу, знайдемо 
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6. нормальний розподіл: випадкова величина Х називається розподіленою за нормальним законом  з параметрами 
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     Ймовірність того, що нормально розподілена випадкова величина набуде значення  з інтервалу 
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            §5. Числові характеристики випадкових величин.

      Характеристики, що виражають в стислій формі найістотніші особливості закону розподілу випадкової величини, називаються числовими характеристиками  випадкової величини.

            5.1. Математичне сподівання.
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          5.4.3. Геометричний розподіл
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5.4.4. Рівномірний розподіл.
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5.4.5. Показниковий розподіл.
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5.4.6. Нормальний закон.
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          §6.Закон великих чисел.

             1. Нерівності Чебишова.
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                2. Теорема Чебишова.
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Для доведення знову використаємо випадкову ведичину 
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Умови теореми Чебишова виконуються, і для середнього арифметичного значень величин 
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Узагальненням теореми Бернуллі на випадок, коли досліди проводяться в неоднакових умовах, є теорема Пуассона.

                            5. Теорема Пуассона.
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.            Нерівність Чебишова (4) для випадкової величини 
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 (11)                            Умови узагальненої теореми Чебишова виконуються, і, перейшовши до границі при 
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6. Центральна гранична теорема.

    Під центральною граничною теоремою розуміється група теорем, в яких розглядаються умови про вигляд граничного закону розподілу суми 
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    Найпростіша форма центральної граничної теореми - теорема Ляпунова - встановлює умови, за яких вказаний граничний закон є нормальним.


Теорема Ляпунова.
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    Якщо перейти до нормованої центрованої величини 
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то для великих значень  
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    Дійсно, із формул (11)  або (12) за умов (13) маємо
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    Найпростішим частковим випадком  цієї теореми є інтегральна теорема Муавра-Лапласа.
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