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2.5. Аналіз часових рядів Бокса-Дженкінса

Практичне використання ARMA-моделей пов’язу​ють із появою методики їхньої побудови, розробленої Г. Боксом та Г. Дженкінсом [30]. Методика передбачає такі послідовні процедури:

1. Ідентифікація моделі часового ряду.

2. Оцінювання параметрів моделі.

3. Діагностика побудованої моделі.
4. Використання моделі для прогнозування майбутніх значень часового ряду. 

Ці процедури можуть неодноразово повторюватися в процесі уточнення моделі. Розглянемо кожен етап алгоритму детальніше.

Ідентифікація моделі. Під час побудови моделі аналізу часових рядів виникає проблема визначення її із мінімальною кількістю параметрів. Ця проблема має назву ідентифікація. 

Визначення порядку ARMA-моделі на етапі ідентифікації складається із розв’язання двох відносно незалежних проблем:

1) аналізу стаціонарності процесу та визначення порядку 
[image: image1.wmf]d

 оператора переходу до послідовних різниць: 
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2) вибору параметрів р і q в моделі ARMA, яка описує стаціонарний ряд як процес авторегресії та ковзної середньої.
З’ясування стаціонарності часового ряду здійснюють за допомогою методів, розглянутих у розділі 1 частини 2. У разі нестаціо​нарності ряду для визначення порядку різницевого оператора можна скористатися емпіричним критерієм, сутність якого полягає у тому, що знаходять такі значення d, за якими вираз
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де 
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 — середнє значення стаціонарного процесу 
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, буде мінімальним. Величина критерію (2.5.1) зі збільшенням значення d зменшуватиметься доти, доки різницевий оператор не стане стаціонарним. Подальше підвищення порядку d різницевого оператора спричинить лише зростання дисперсії, а отже, збільшення її.

Систематичну складову можна також виключити з ряду, оцінивши її за методом найменших квадратів або будь-яким іншим методом згладжування часового ряду (див. розділ 3). 

Коли стаціонарний ряд одержано, визначають порядок ARMA-моделі. На цьому етапі вельми корисними є графічні методи, а також порівняння автокореляційної та часткової автокореляцій​ної функції із відповідними функціями відомих ARMA-процесів, наведених у табл. 2.6.1. 

Таблиця 2.6.1
ХАРАКТЕРИСТИКИ ARMA-МОДЕЛЕЙ

	Модель
	АКФ
	ЧАКФ

	Білий шум
	усі нулі
	усі нулі

	МА(1)
	нулі після (1
	спадна після (11

	МА(2)
	нулі після (2
	спадна після (22

	МА(q)
	нулі після (q
	спадна після (qq

	AR(1)
	геометричнo спадна після (1
	нулі після (11

	AR(2)
	геометричнo спадна після (2
	нулі після (22

	AR(p)
	геометричнo спадна після (р
	нулі після (рр
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	спадна після (11

	
[image: image8.wmf]ARMA

(p, q)
	геометричнo спадна після (р 
	спадна після (qq 


У загальному випадку, якщо використовують вибірку спостережень, розмір якої часто є відносно малим, можна очікувати, що точної відповідності між даними й теоретичною моделлю не буде. Це може призвести до вибору на цьому кроці двох або трьох пробних модель ARMA (p, q) моделей, які мають кілька пар часових лагів p в авторегресійному процесі та лагових змінних q у моделі ковзної середньої. Вибір із кількох моделей найдоцільнішої для подальшого аналізу й прогнозування здійснюється за допомогою методів діагностичної перевірки, що розг​лядатимуться далі.

Оцінювання параметрів моделі. Після того, як процес ідентифікації визначив початковий варіант стаціонарної модель ARMA-моделі, цю модель пристосовують до даних спостережень шляхом знаходження оцінок параметрів 
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. Раніше було показано, що модель ARMA-модель порядку (р, d, q), що враховує нестаціонарні процеси, зводиться за допомогою перших різниць до стаціонарної моделі порядку (р, 0, q). Тому процедура обчислення коефіцієнтів розглядається тільки для стаціонарної моделі. 

Параметри AR-моделі можуть бути оцінені за допомогою звичайного методу найменших квадратів (виходять зсунуті, але консистентні оцінки), та його не можна застосувати до 
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 або 
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 моделей. Наприклад, для МА(1)-моделі 
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 неможливо оцінити параметри, користуючись лише спостереженнями 
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, оскільки невідомі значення параметрів для розра-
хунку 
[image: image15.wmf]e

. 

Метод Бокса-Дженкінса [30] запропонували використовувати процедуру нелінійної оптимізації: процедуру пошуку на мережі (grid-search procedure). Це ітеративна процедура, в якій оцінки параметрів мінімізують суму квадратів залишків. Запишемо 
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. Аналізуючи оцінки АКФ та ЧАКФ, можна зробити попередні припущення відносно значень параметрів. Можна використовувати вибіркове середнє (для () та першу автокореляцію (для 
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). Припустімо, що вони дорівнюють 100 та 0,2. Тоді модель має вигляд 
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. Припускаючи, що 
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 дорівнює нулю, можна отримати оцінки 
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 для t від 1 до п та розрахувати суму квадратів залишків 
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. Вибір нових початкових значень для (. та 
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 дає нове значення 
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 суми квадратів залишків. Потім перевіряються інші початкові дані, і остаточними оцінками стають значення коефіцієнтів моделі, за якими 
[image: image25.wmf]s

 є мінімальним. 

За часів Бокса і Дженкінса, через значні обмеження на використання комп’ютерів, для оцінювання коефіцієнтів розроблялись окремі методи для кожної моделі. Зараз учені розробили загальний метод максимальної правдоподібності, який уможлив​лює отримання консистентних та асимптотично ефективних оцінок коефіцієнтів для будь-якої моделі [29].

Головна ідея застосування методу полягає у припущенні, що дані мають деякий імовірнісний розподіл та обчислюється ймовір​ність потрібної події. Це на загал залежить від деяких невідомих параметрів. Використовуючи дані, можна максимізувати ймовірність цієї події. Коефіцієнти, за яких досягається максимум імовірності відповідної події, є необхідними оцінками параметрів. Іноді дуже важко знайти ці оцінки в аналітичному вигляді. В такому разі використовують числові методи оптимізації функції правдоподібності.

Будемо виходити зі спостережень 
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 над початковим рядом 
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). Запишемо модель ARMA(p, q)-процес у вигляді 
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Цей процес містить 
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 невідомих параметрів: 
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Нехай 
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 мають нормальний розподіл. Тоді логарифм функції правдоподібності має вигляд
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Оцінки 
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 отримують завдяки максимізації зазначеного логарифму функції правдоподібності. Існують також ефективніші методи обчислювання функції правдоподібності. 

Функція правдоподібності. Розглянемо побудову функції правдоподібності більш детально. Нехай 
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 — вибірка, яка має імовірнісний розподіл 
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 є незалежними, кожне із імовірнісним розподілом 
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Для відповіді на запитання, яке саме значення А максимізує ймовірність породження моделлю саме вибірки 
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, потрібно макси​мізувати функцію правдоподібності:


[image: image48.wmf]Õ

=

=

n

t

t

A

y

P

A

L

1

)

(

)

(

.
(2.5.5)
Для подальшої оптимізації необхідно точно знати розподіл вибірки. Припустімо, що аналізується модель 
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де у — часовий ряд,
X — матриця екзогенних змінних,

[image: image50.wmf]e

 — вектор збурень, який має нормальний розподіл із нульовим век​тором математичних сподівань та коваріаційною матрицею 
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. Тоді функція правдоподібності матиме вигляд:
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У загальному випадку ані функція правдоподібності, ані її логарифм не є лінійними, тож знайти максимум функції правдоподібності в аналітичному вигляді дуже важко. Тому потрібно використовувати числові методи знаходження максимуму функції, наприклад метод Гауса, загальний алгоритм яких складається з таких кроків:
1) Покласти початкові значення для вектора 
[image: image53.wmf]i
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.
2) Визначити напрям руху для 
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, в якому значення L(
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) збіль​шується.
3) Визначити довжину кроку й обчислити нове значення 
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4) Перевірити критерій зупинки. Якщо алгоритм треба продовжити, то задаємо 
[image: image57.wmf]1

+

=

i

i

 й повертаємося до кроку 2.
Звичайним критерієм зупинки є 
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, де 
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 — наперед задане мале число.
За допомогою відповідних функцій правдоподібності відбувається тестування гіпотез. Розглянемо критерії перевірки гіпотези Н0 проти альтернативної Н1 у загальному випадку. Існує три основні класи тестових статистик: тест Вальда, тест за допомогою множників Лагранжа, тест на основі відношень значень функцій правдоподібностей. Усі ці критерії мають підґрунтям максимізацію функції правдоподібності. Вони є асимптотично еквівалентними. Ключовою різницею між цими трьома підходами є вибір оцінки для розрахунків. Метод відношень функцій правдоподібності є найстарішим з усіх цих тестів, він був розроблений Нейманом та Пірсоном у 1928 році. Сутність методу полягає в порівнянні значень функцій правдоподібності за умови Н0 (із обмеженнями) та без її врахування (без обмежень). Наприклад, нехай без урахування Н0 оцінкою є 
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оскільки із визначення максимуму функції правдоподібності 
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Отже, для перевірки гіпотези Н0 необхідно підрахувати значення LRT та порівняти його з 
[image: image66.wmf]2
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 — статистикою, де кількість ступенів свободи визначається кількістю обмежень у гіпотезі Н0. Якщо 
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, то гіпотеза Н0 відхиляється.

Діагностика моделі. Після знаходження оцінок параметрів треба перевірити, чи є побудована модель адекватною. Існує 
кілька різновидів критеріїв (див. розділ 7), що визначають значущість та стійкість параметрів, властивості залишків та придат​ність моделі для прогнозування. У цьому розділі розглянемо 
додаткові можливості діагностики, специфічні для ARІMA-мо​делей.

Перевірка залишків. Усі теоретичні моделі містять випадкову компоненту, тож, якщо оцінена модель коректна, залишки мають бути «білим шумом». Залишки моделі отримують відніманням від реальних спостережень значень, обчислених за моделлю, тобто 
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Для моделі AR(p)-процесу 
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 послідовність залишків будують за правилом: 
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Зазначимо, що 
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 залишки обчислюють рекурентно:
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Нарешті, для модель ARMA(p, q)-процесу маємо
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Отримані залишки треба перевірити на відповідність «білому шуму». Для цього обчислюють АКФ та ЧАКФ залишків і перевіряють їхню статистичну значущість за критеріями, розглянутими в розділі 1.1.3 (Бокса-Пірса, Льюнга-Бокса, стандартне відхилення). Інший критерій розглядає розподіл залишків, який вважають нормальним у разі малої вибірки (див. 7.1).

Критерії вибору кращої моделі. Коли задовільними виявляються кілька моделей, потрібне правило вибору між ними. Бокс і Дженкінс запропонували принцип ощадливості, згідно з яким, маючи кілька адекватних моделей, треба обрати модель із найменшою кількістю параметрів. Для використання цього принципу треба формалізувати правило компромісу між точністю пристосування моделі та кількістю її параметрів. Існує кілька підхо​дів до розв’язання цієї проблеми. 

Порівняння моделей. Припустімо, що розраховано задовільну ARMA(p, q)-модель часового ряду за методом максимальної правдоподібності, причому 
[image: image83.wmf]0
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 — максимальне значення функції правдоподібності. Тепер те саме розрахуємо для моделі ARMA(p + 1, q) та моделі ARMA (p, q + 1). Отримаємо значення 
[image: image84.wmf]1
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 та 
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 відповідно. Згідно зі стандартною теорією тестування функції правдоподібності (2.5.8), якщо початкова  модель ARMA(p, q) є коректною, то статистики 
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 розподілені як 
[image: image88.wmf]2
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-розподіл. Така перевірка є дуже простою. Але якщо дані сильно корелюють між собою, таке тестування може давати неправильні результати.

Числові критерії. На відміну від попередніх тестувань, числові критерії лише дають певне значення, за яким можна судити про адекватність моделі. Загальну характеристику критеріїв наведено в таблиці 2.5.2 [29].

Таблиця 2.5.2
ЧИСЛОВІ КРИТЕРІЇ

	Назва критерію
	Формула підрахунку
	Бажаний 
екстремум

	Коефіцієнт детермінації
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	Скоригований коефіцієнт детермінації
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	Інформаційний крите​рій Акаїке (AIC)
	
[image: image91.wmf](

)

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

-

=

å

=

q

p

n

e

AIC

n

t

t

1

2

n

1


	Min

	Інформаційний крите​рій Шварца-Ріссане​на (SIC)
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	Критерій Ханнана-Кві​на (HQ)
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	Прогнозовий критерій (FC)
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Однією із пропозицій є обчислення коефіцієнта детермінації (R2) та зваженого коефіцієнта детермінації (
[image: image95.wmf]2

R

). Однак цей метод непридатний для різницевої змінної 
[image: image96.wmf]z

 у деяких моделях. 

Інформаційні критерії ґрунтовані на мінімізації певних статис​тик, що мають стандартні розподіли. 

Інформаційний критерій Акаїке (AIC) розглядає нелінійне компромісне співвідношення між дисперсією залишків і значенням загальної кількості оцінюваних параметрів (p + q), оскільки моделі з більшою кількістю оцінюваних параметрів можна віддати перевагу лише за пропорційно великого зменшення дисперсії залишків. 

Інформаційний критерій Шварца-Ріссанена (SIC) надає більшої ваги (p + q) порівняно з АІС за п > 7, тобто зростання кількос​ті оцінюваних параметрів потребує вагомішого зменшення дисперсії залишків для SIC, ніж для АІС. 

Критерій Ханнана-Квіна (HQ). Тут вага при (p + q) є більшою за 2, якщо п > 15.

Прогнозовий критерій (FC) використовує похибку перед-
бачення.

Вибір між цими критеріями є довільним, оскільки всі статистики змінюються в одному напрямі в разі збільшення кількості оцінюваних параметрів. На практиці користуються одним із них. 

Прогнозування за допомогою ARІMA моделей. В ARІMA моделях, під час прогнозування змінної для майбутнього моменту часу, лагові значення цієї змінної, які слугують пояснюючими змінними (регресорами) моделі, можна розглядати або фіксованими на вибіркових значеннях, або випадковими. Перша можливість призводить до умовного прогнозу, на кшталт множинної регресії, друга — до безумовного прогнозу. Отже, у прогнозуванні за моделлю типу ARІMA розглядають умовні та безумовні прогнози. Відомо, що умовна дисперсія випадкової величини не перевищує її безумовну дисперсію, тому точність умовного прогнозу завжди вища.

Якщо модель правильно специфіковано, то можливі два джерела помилок прогнозів: невизначеність майбутніх значень випад​кової величини 
[image: image97.wmf]e

, відсутність точних значень коефіцієнтів моделі (наявні тільки їхні оцінки).

Під час прогнозування за моделлю ARІMA від наявної вибірки залежать як оцінки коефіцієнтів моделі, так і значення регресорів, тому важко аналітично виразити умовну дисперсію помилки прогнозу через спостереження часового ряду. Як правило, обмежуються припущенням про те, що коефіцієнти відомі точно. Зрозуміло, що таке припущення зменшує дисперсію помилки прогнозу й тим самим збільшує уявну точність як умовного, так і безумовного прогнозів.

Для досягнення мінімуму середньоквадратичної помилки (MSE) потрібно взяти умовне математичне сподівання: 
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Прогноз за моделлю MA (q): 
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. Якщо коефіцієнти моделі точно відомі, і є значення 
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, то безумовним точковим прогнозом для будь-якого моменту часу буде математичне сподівання процесу, тобто 
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Серед випадкових величин 
[image: image105.wmf]e

, що знаходяться ліворуч, є такі, що пов’язані зі спостереженнями. Оскільки спостереження складаються із «модельного значення» й похибки, умовні математичні сподівання усіх складових, окрім 
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Наприклад, 
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 є залишком між спостереженням і розрахунком (прогнозом) за моделлю, тобто 
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 замінюються нулями, а минулі — залишками, які можна обчис​лити. Отже, для моделі MA(q) прогноз залежить від того, які похибки були на попередніх кроках. Починаючи із кроку (q + 1) умовний прогноз є математичним сподіванням 
[image: image110.wmf]q

, тобто умовний прогноз збігається з безумовним.

Умовна дисперсія помилки прогнозу на 1 крок випередження становить:
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Аналогічно дисперсія прогнозу на 2 кроки випередження до-
рівнює:
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а дисперсія на 
[image: image113.wmf]t

 кроків становить 
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Якщо 
[image: image116.wmf]q
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, дисперсія помилки умовного прогнозу стає такою самою як і для безумовного прогнозу, тобто дорівнює дисперсії випадкового процесу 
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Прогноз за моделлю AR(p): 
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. Для прогнозу на один крок уперед можна записати:
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Тобто у рівняння моделі підставляють 
[image: image120.wmf]p

 минулих значень реалізації часового ряду. Для прогнозу на два кроки вперед отримують:
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Математичне сподівання від випадкової похибки 
[image: image122.wmf]e

 знов дасть 0, умовне математичне сподівання від 
[image: image123.wmf]t
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 дорівнює цим самим значенням, але до цього виразу входить умовне математичне сподівання від 
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, і його розв’язок прагне, якщо збільшується 
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, до величини 
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, тобто знов таки до безумовного прогнозу. 

Умовну дисперсію помилки прогнозу розраховують аналогіч​но до випадку моделі ковзної середньої, але доведення стають досить громіздкими навіть для моделей невеликого поряд-
ку. Наприклад, для моделі AR(2) без вільного члена прогноз 
на один крок випередження становить: 
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. Очевидно, що дисперсія помилки прогнозу на 1 крок дорівнює: 
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(2.5.17)
Для прогнозу на 2 кроки відповідно отримуємо:
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Дисперсія помилки прогнозу на 2 кроки випередження дорівнює: 
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Для прогнозу на 3 кроки отримуємо:
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Дисперсія помилки прогнозу на 3 кроки дорівнює:
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Очевидно, що дисперсія помилки прогнозу збільшується з кож​ним кроком. 

Значно простішими виходять вирази для дисперсії помилки прогнозу, якщо перейти від AR(p) представлення до еквівалентного MA представлення: 
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 із необме​женою кількістю складових. Тоді дисперсію помилки прогнозу на 
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 кроків можна виразити формулою
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Для загальної моделі 
[image: image140.wmf])
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 потрібно об’єднати все те, про що говорилося вище. За моделлю, підставляючи туди для часу 
[image: image141.wmf][
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 спостереження 
[image: image142.wmf]t
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 та розраховані значення залишків, обчислюють прогнозовані значення 
[image: image143.wmf]t
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, а для майбутніх моментів часу — замінюють залишки нулями і замість 
[image: image144.wmf]t
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 підставляють їхні прогнозовані значення. Дисперсію помилки прогнозу обчислюють за формулою (2.5.20).

Наприклад, для моделі ARMA (1, 1):
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де 
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[image: image149.wmf]t

 кроків: 


[image: image150.wmf])

1

)

1

)(

(

1

(

)

)

(

1

(

2

2

2

1

0

2

2

2

1

0

2

2

a

a

b

a

b

a

a

j

j

j

j

-

-

+

+

s

=

+

+

s

=

h

s

t

e

-

t

=

e

-

t

=

e

å

å

.
(2.5.21)

Для цієї моделі дисперсія помилки прогнозу асимптотично дорівнює дисперсії часового ряду.

В усіх розглянутих випадках умовний точковий прогноз асимпто​тично наближається до математичного сподівання ряду, а дисперсія помилки прогнозу — до дисперсії ряду. Це означає, що для стаціонарного процесу вплив наявної інформації на прогноз та його точність асимптотично спадає до нуля. До того ж за збіль​шення горизонту прогнозування дисперсія помилки не перевищує дисперсії часового ряду. Цей висновок, на жаль, є наслідком нереалістичного припущення про те, що коефіцієнти моделі відомі точно.

	Приклад 2.5.1.


Користуючись методикою Бокса-Дженкінса, розрахувати прогноз чисельності населення в Україні на підставі часового ряду спостережень за 24 роки.

1. Аналіз стаціонарності процесу та визначення порядку оператора різницевих перетворень 
[image: image151.wmf]d

 початкового ряду. Для визначення порядку різницевого оператора використовували такі засоби, як візуальний аналіз графіків процесів 
[image: image152.wmf]t

y

 та його різницевих перетворень, порівняння автокореляційної та часткової автокореляційної функцій із відповідними функціями відомих (типових) ARІMA процесів, а також емпіричний критерій, сутність якого полягає в пошуку такого значення 
[image: image153.wmf]d

, для якого середнє квадратичне відхилення ряду буде мінімальним. Із графіка залежності 
[image: image154.wmf]t

y

 від часу 
[image: image155.wmf]t

 (рис. 2.5.1) видно, що часовий ряд нестаціонарний. Тільки друге різницеве перетворення зводить початковий процес 
[image: image156.wmf]t

y

 до стаціонарного вигляду, про що свідчить рисунок 2.5.3. Із розрахунків описової статистики (табл. 2.5.2) можна дійти висновку, що мінімальне середньоквадратичне відхилення відповідає інтегрованому процесу другого порядку (d = 2). Із графіка (рис. 2.5.4) видно, що вибіркова автокореляційна функція експоненціально згасає, змінюючи знак, а часткова автокореляційна функція теж має згасаючий характер (рис. 2.5.5). Отже, ряд других різниць можна віднести до стаціонарного.
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Рис. 2.5.1. Графік 
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(VAR1 — чисельність населення за 24 роки)
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Рис. 2.5.2. Перші різниці 
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Рис. 2.5.3. Другі різниці 
[image: image162.wmf]t

y

2

D


Таблиця 2.5.2

ОПИСОВА СТАТИСТИКА


	min
	max
	Перший випадок
	Другий випадок
	N

	VAR1
	50 758,37
	1137,026
	48 202,5
	52 200,0
	1,000000
	24,00000
	24,00000

	VAR1: D(– 1)
	– 67,50
	355,803
	– 876,30
	458,70
	2,000000
	24,00000
	23,00000

	VAR1: D(–1); D(– 1)
	– 17,60
	276,166
	– 457,30
	663,30
	3,000000
	24,00000
	22,00000

	VAR1: D(– 1); D(– 1); D(– 1)
	28,02
	456,691
	– 826,90
	1120,60
	4,000000
	24,00000
	21,00000


2. Вибір параметрів 
[image: image163.wmf]q

p

,

 в ARMA-моделі, яка представляє стаціонарний часовий ряд 
[image: image164.wmf]t
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. Оскільки вибіркова АКФ (рис. 2.5.4) швидко згасає, а у вибірковій ЧАКФ (рис. 2.5.5) тільки значення з лагом 1 суттєво відрізняється від нуля, тобто після першого коефіцієнта вона різко обривається, можна зробити попередній висновок, що модель має характеристики ARІMA(1,2,0). Зазначимо, що вибіркові АКФ та ЧАКФ є спроможними оцінками теоретичних АКФ та ЧАКФ, але точність їх залежить від довжини ряду спостережень. Тому в процесі оцінювання потрібно застосувати ще кілька видів ARІMA-моделей.
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Рис. 2.5.4. АКФ процесу 
[image: image166.wmf]t

y

2

D



[image: image167.wmf]Lag

Corr.

S.E.

15

14

13

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

,2132

–,238

+,007

–,093

+,082

–,257

+,060

–,225

–,139

–,023

+,007

–,009

+,081

–,206

+,118

–,455

–1,0

–0,5

0,0

0,

5

1,0

Partil 

Autocorrelation Function

VAR : D(–1); D(–1)

(Standard errors assume AR order of k-1)

- - Інтервал надійності

0


Рис. 2.5.5. ЧАКФ процесу 
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3. Оцінювання параметрів ARІMA-моделі здійснювали за допомогою спеціалізованого пакету STATISTICA. В результаті отримали таку прогнозову модель (табл. 2.5.3):
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Таблиця 2.5.3

РЕЗУЛЬТАТИ ОЦІНЮВАННЯ ARIMA(1,2,0)-МОДЕЛІ

	
	Параметри
	Asympt. Std.Err.
	Asympt. Std.Err.
	p
	Нижня межа 95 %
	Верхня межа 95 %

	Постійна

	– 31,2447
	31,94315
	– 0,97813
	0,339692
	– 97,8769
	35,38755

	а(1)
	– 0,6543
	0,23047
	– 2,83919
	0,010137
	– 1,1351
	– 0,17359


Корінь із середньоквадратичної похибки (MSE) дорівнює 237,2; що становить 0,4 % від середнього значення показника.
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Рис. 2.5.6. АКФ залишків
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Рис. 2.5.7. ЧАКФ залишків

4. Перевірку адекватності моделі здійснювали за допомогою аналізу залишків і порівняння їх автокореляційної та часткової автокореляційної функцій із відповідними функціями для процесу «білого шуму». Із графіків АКФ та ЧАКФ видно (рис. 2.5.6—2.5.7), що ряд залишків нагадує процес « білого шуму», тобто немає періодичних коливань, систематичного зсуву та значущих кореляцій між ним. Про це також свідчить описова статистика ряду залишків. Гістограма залишків (рис. 2.5.8) із накладеним графіком нормальної щільності розподілу доводить симетричність і близькість їх до нормального розподілу. Аналогічний висновок випливає із графіка залишків, побудованого за нормальною ймовірнісною шкалою (рис. 2.5.9). Отже, модель доволі адекватно описує вхідний ряд.
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Рис. 2.5.8. Гістограма залишків
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Рис. 2.5.9. Графік залишків за шкалою 
ARIMA(1, 2, 0)-моделі нормальної імовірності

Про високу точність прогнозової моделі свідчить її верифікація за допомогою так званого EX POST-прогнозування. Похибка прогнозу за критерієм МАРЕ (середньої абсолютної відсоткової похибки) становила 0,2 %. 

5. Прогнозування часового ряду чисельності населення на підставі побудованої моделі ілюструє графік на рис. 2.5.10. Оцінки стандартних похибок апроксимації прогнозу на наступні десять років не перевищують 10 % (табл. 2.5.4).
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Рис. 2.5.10. Прогноз чисельності населення України 
на підставі побудованої моделі

Таблиця 2.5.4

ПРОГНОЗ ЧИСЕЛЬНОСТІ НАСЕЛЕННЯ УКРАЇНИ 
НА 10–РІЧНИЙ ПЕРІОД ВИПЕРЕДЖЕННЯ
	Forecasts; Model:(1,2,0) Вхід: Start of origin: 1 End of origin: 24

	
	Прогноз
	Нижня межа 90,00 %
	Верхня межа 90,00 %
	Std.Err.

	25
	47503,79
	47094,78
	47912,80
	237,145

	26
	47071,21
	46385,49
	47756,93
	397,585

	27
	46412,80
	45307,49
	47518,11
	640,863

	28
	45850,47
	44312,93
	47388,01
	891,475

	29
	45173,58
	43130,32
	47216,84
	1184,693

	30
	44519,96
	41941,03
	47098,89
	1495,276

	31
	43799,43
	40635,19
	46963,67
	1834,641

	32
	43070,99
	39288,51
	46853,47
	2193,100

	33
	42296,04
	37856,11
	46735,97
	2574,294

	34
	41499,83
	36370,37
	46629,29
	2974,084
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