Ãëàâà 8.



ÓÏÐÎÙÅÍÈÅ È ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ



8.1. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè



Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñëîæíîñòü ëîãè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì áóêâ, âõîäÿùèõ â ýòî âûðàæåíèå, ò.å. ÷èñëîì ïåðåìåííûõ è èõ èíâåðñèé. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåìåííûå è èõ èíâåðñèè ÷àñòî íàçûâàþò ëèòåðàëàìè. Â ÷àñòíîñòè, âûðàæåíèå â ôîðìå ëîãè÷åñêîé ñóììû ìèíòåðìîâ ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ëèòåðàë íàçûâàþò ìèíèìàëüíîé ñóììîé, ò.å. ìèíèìàëüíîé ÍÄÔ (ÌÍÄÔ). Ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ëèòåðàë äîëæíû îòëè÷àòüñÿ è ìèíèìàëüíûå ÍÊÔ (ÌÍÊÔ), ò.å. ìèíèìàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ ìàêñòåðìîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè, à îòñþäà ñëîæíîñòü è ñòîèìîñòü ðåàëèçóþùåé åå ñõåìû (öåïè), ïðîïîðöèîíàëüíû ÷èñëó ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé è ÷èñëó âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé. Â ïðèíöèïå ëþáàÿ ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü óïðîùåíà íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ àêñèîì è òåîðåì ëîãèêè, íî, êàê ïðàâèëî, òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåáóþò ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê. Ê òîìó æå ïðîöåññ óïðîùåíèÿ áóëåâûõ âûðàæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèì. Ïîýòîìó áîëåå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìè÷åñêèå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè, ïîçâîëÿþùèå ïðîâîäèòü óïðîùåíèå ôóíêöèè áîëåå ïðîñòî, áûñòðî è áåçîøèáî÷íî. Ê òàêèì ìåòîäà îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîä Êâàéíà, ìåòîä êàðò Êàðíî (äèàãðàììû Âåé÷à), ìåòîä Êâàéíà-Ìàê-Êëàñêè è äð. Ýòè ìåòîäû íàèáîëåå ïðèãîäíû äëÿ îáû÷íîé òåõíè÷åñêîé ïðàêòèêè, îñîáåííî ìèíèìèçàöèÿ ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì êàðò Êàðíî. Ìåòîä êàðò Êàðíî ñîõðàíÿåò íàãëÿäíîñòü ïðè ÷èñëå ïåðåìåííûõ íå áîëåå øåñòè. Ïðè äîñòàòî÷íî ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî àðãóìåíòîâ áîëüøå øåñòè, îáû÷íî èñïîëüçóþò ìåòîä Êâàéíà-Ìàê-Êëàñêè. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî äëÿ îáû÷íîé ïðàêòèêè ìåòîä Êàðíî íàèáîëåå îïòèìàëåí, â äàëüíåéøåì, ïðè îáñóæäåíèè ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé, â îñíîâíîì, áóäåò îïèñûâàòüñÿ è ïðèìåíÿòüñÿ ýòîò ìåòîä.

Â ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè òîé èëè èíîé ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè, îáû÷íî, ó÷èòûâàåòñÿ â êàêîì áàçèñå ýôôåêòèâíåå áóäåò ðåàëèçîâàòü åå ìèíèìàëüíóþ ôîðìó ïðè ïîìîùè ýëåêòðîííûõ ñõåì.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, âçÿòûõ ñ îòðèöàíèÿìè èëè áåç íèõ, ò.å. ìèíòåðì, íàçûâàåòñÿ òàêæå ýëåìåíòàðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à äèçúþíêöèÿ ïåðåìåííûõ, ÷àñòü èç êîòîðûõ ìîæåò èìåòü îòðèöàíèÿ, ò.å. ìàêñòåðì, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé.

Òîãäà ÍÄÔ ôóíêöèè åñòü ëîãè÷åñêàÿ ñóììà ëþáûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ò.å. ìèíòåðìîâ, à ÍÊÔ - ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, ò.å. ìàêñòåðìîâ.

Äâà ñëàãàåìûõ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííîé â ÑÍÄÔ, èëè âîîáùå äâà ëþáûõ òåðìà, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé (â îäíîì îíà èìååò îòðèöàíèå, à â äðóãîì - íåò) íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè.

Òåïåðü ââåäåì ïîíÿòèå íàêðûòèÿ äëÿ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïóñòü íà êàêîì-ëèáî íàáîðå àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå à1, à ôóíêöèÿ ( íà ýòîì æå íàáîðå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå à2. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f íà äàííîì íàáîðå íàêðûâàåò çíà÷åíèå à2 ôóíêöèè ( ñâîèì çíà÷åíèåì à1.

Òàê, íàïðèìåð, â ÑÍÄÔ êàæäàÿ åäèíèöà çàäàííîé ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè íàêðûâàåòñÿ åäèíèöåé òîëüêî îäíîãî ìèíòåðìà. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ìèíòåðìîâ, âõîäÿùèõ â ÑÍÄÔ, ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå. Íàïðèìåð, ÑÍÄÔ ôóíêöèè f11(x1,x2) (ñì. òàáëèöó 7.5) èìååò âèä: f11(x1,x2) =(x1(x2(x1(x2(x1x2. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî êàæäûé ìèíòåðì, âõîäÿùèé â ýòó ôîðìó, íàêðûâàåò òîëüêî îäíó åäèíèöó ôóíêöèè.

Åñëè íåêîòîðàÿ ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ( (â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíîå ïðîèçâåäåíèå) ðàâíà íóëþ íà òåõ æå íàáîðàõ, íà êîòîðûõ ðàâíÿåòñÿ íóëþ äðóãàÿ ôóíêöèÿ f, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ ( âõîäèò â ôóíêöèþ f. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ ( âõîäèò â ôóíêöèþ f òîãäà, êîãäà îíà íàêðûâàåò íóëÿìè âñå íóëè ôóíêöèè f, à åäèíèöû ôóíêöèè f ìîãóò áûòü íàêðûòû êàê íóëÿìè, òàê è åäèíèöàìè ôóíêöèè (. Âõîæäåíèå îáîçíà÷àåòñÿ: ( ( f. Íàïðèìåð, â ôóíêöèþ f6(x1,x2) (ñì. òàáëèöó 7.2) áóäóò âõîäèòü âñå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà íàáîðàõ 0,0 è 1,1, ò.å. ôóíêöèè f4(x1,x2) =(x1x2, f2(x1,x2) = x1(x2 è f0(x1,x2) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî êîíñòàíòà íîëü âõîäèò âî âñå ôóíêöèè, à â êîíñòàíòó åäèíèöà âõîäÿò âñå ôóíêöèè.

Ôóíêöèþ (, âõîäÿùóþ â äàííóþ ôóíêöèþ f, íàçûâàþò åå èìïëèêàíòîé.

Ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè f íàçûâàþò òàêèå ýëåìåíòàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èëè ýëåìåíòàðíûå ñóììû, êîòîðûå ñàìè âõîäÿò â äàííóþ ôóíêöèþ, íî íèêàêàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòü ýòèõ ïðîèçâåäåíèé íå âõîäèò â ôóíêöèþ f.

Ñîáñòâåííîé ÷àñòüþ íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷åííîå ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ èç äàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé. Íàïðèìåð ïðîèçâåäåíèå x(yz èìååò òàêèå ñîáñòâåííûå ÷àñòè: x(y, (yz, xz, x, (y, z.

Ïðîñòûå èìïëèêàíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñàìûå êîðîòêèå ýëåìåíòàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èëè ñàìûå êîðîòêèå ñóììû, âõîäÿùèå â äàííóþ ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðîñòûå èìïëèêàíòû ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè íàäî âûïèñàòü âñå ýëåìåíòàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, âõîäÿùèå â äàííóþ ôóíêöèþ, è âûáðàòü èç èõ ÷èñëà òå, ñîáñòâåííûå ÷àñòè êîòîðûõ â ýòó ôóíêöèþ íå âõîäÿò.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ òðåõ àðãóìåíòîâ, çàäàííóþ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:



x�y�z�f(x,y,z)��0�0�0�0��0�0�1�0��0�1�0�0��0�1�1�1��1�0�0�1��1�0�1�1��1�1�0�0��1�1�1�0��

Â ýòó ôóíêöèþ âõîäÿò ÷åòûðå ýëåìåíòàðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ:(xyz, x(y(z, x(yz,  x(y. Ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ïðîèçâåäåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íîëü íà âñåõ íàáîðàõ, íà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè áóäóò òîëüêî äâà ïðîèçâåäåíèÿ: (xyz è x(y. À ñîáñòâåííàÿ ÷àñòü x(y îñòàâøèõñÿ ïðîèçâåäåíèé âõîäèò â çàäàííóþ ôóíêöèþ, ïîýòîìó îíè íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.

Ëþáàÿ ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíÿåòñÿ äèçúþíêöèè âñåõ ñâîèõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò. Äèçúþíêöèÿ âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò íàçûâàåòñÿ ñîêðàùåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ïðîñòûå èìïëèêàíòû íàêðûâàþò åäèíèöàìè íå îäíó, à íåñêîëüêî åäèíèö çàäàííîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà x1 ôóíêöèè f11(x1,x2) îáðàùàåòñÿ âìåñòå ñ ýòîé ôóíêöèåé â åäèíèöó íà íàáîðàõ 1,0 è 1,1, à ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà (x2 - íà íàáîðàõ 0,0 è 1,0. Ïîýòîìó ïðîñòûå èìïëèêàíòû x1 è(x2 ñîâìåñòíî íàêðûâàþò åäèíèöàìè âñå åäèíèöû ôóíêöèè f11(x1,x2), êîòîðàÿ âñëåäñòâèå ýòîãî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå 



f11(x1,x2) = x1((x2,



÷òî ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåííîé ÍÄÔ ôóíêöèè f11(x1,x2).

Â òàáëèöå 8.1 ïðèâåäåíû ïðîñòûå èìïëèêàíòû è ñîêðàùåííûå ÍÄÔ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ.



Ò à á ë è ö à   8.1.     Ïðîñòûå èìïëèêàíòû ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ



Ëîãè÷åñêèå ôóíêöèè�Ýëåìåíòàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, âõîäÿùèå â ôóíêöèþ�Ïðîñòûå èìïëèêàíòû�Ñîêðàùåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ ôîðìà��f0(x,y)�Ytn�Ytn�0��f1(x,y)�xy�xy�xy��f2(x,y)�x(y�x(y�x(y��f3(x,y)�x,  x(y,  xy�x�x��f4(x,y)�(xy�(xy�(xy��f5(x,y)�(xy,  xy,  y�y�y��f6(x,y)�(xy,  x(y�(xy,  x(y�(xy ( x(y��f7(x,y)�(xy,  x(y,  xy,  x,  y�x,  y�x ( y��f8(x,y)�(x(y�(x(y�(x(y��f9(x,y)�(x(y,  xy�(x(y,  xy�(x(y ( xy��f10(x,y)�(x(y,  x(y,  (y�(y�(y��f11(x,y)�(y,  x,  xy, (x(y,  x(y�x,  (y�x ((y��f12(x,y)�(x(y, (xy, (x�(x�(x��f13(x,y)�(x, (x(y,  y, (xy,  xy�y, (x�(x ( y��f14(x,y)�(x, (y, (x(y, (xy,  x(y�(x, (y�(x ((y��f15(x,y)�(x, (y,  x,  y, (xy,  x(y, (x(y,  xy�x,  y, (x, (y�1��

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîöåññ óïðîùåíèÿ ëîãè÷åñêèõ âûðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåì è ïðàâèë àëãåáðû ëîãèêè.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè äëÿ ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ çàêîí ïîãëîùåíèÿ è çàêîí ñêëåèâàíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðèìåíåíèè ê ôóíêöèè â ÑÍÄÔ ýòè çàêîíû èìåþò âèä: XY + (XY = Y b X + XY = X, ãäå X è Y - ëþáûå ôóíêöèè.

Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà äå Ìîðãàíà, âûíåñåíèå îáùèõ ÷ëåíîâ çà ñêîáêè, ìåòîä èñïûòàíèÿ ÷ëåíîâ è ò.ä.

Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà.

Äàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ â ÑÍÄÔ:



F(A, B, C) = (ABC + A(BC + AB(C + ABC.



×åòâåðòîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíèì ñ ëþáûì èç ïåðâûõ òðåõ, ïîýòîìó åñòü ñìûñë äîáàâèòü ýòî ñëàãàåìîå åùå äâà ðàçà. Òîãäà ïîëó÷èì:

F(A, B, C) = (ABC + A(BC + AB(C + ABC + ABC + ABC.

Ïóòåì ïîïàðíîãî ñêëåèâàíèÿ ïîëó÷èì:

F = AB + BC + AC.

Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâîé ôîðìîé, ò.ê. íå èìååò èçáûòî÷íûõ ñëàãàåìûõ.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ïðèìåð.

Óïðîñòèì âûðàæåíèå: 

(x1(x2 + x1(x2 + x1x2 + x2x3



óïðîùåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:



(x1(x2 + x1(x2 + x1x2 + x2x3 = 

=(x1(x2 + x1(x2 + x1(x2 + x1x2 + x2x3    ïî òåîðåìå x + x = x

=(x2(x1 +(x2x1 + x1(x2 + x1x2 + x2x3    ïî òåîðåìå xy = yx

=(x2((x1 + x1) + x1((x2 + x2) + x2x3      ïî òåîðåìå x(y + z) = xy + xz

=(x2(x1 +(x1) + x1(x2 +(x2) + x2x3     ïî òåîðåìå x + y = y + x

=(x2(1 + x1(1 + x2x3       ïî òåîðåìå x +(x = 1

=(x2 + x1 + x2x3       ïî òåîðåìå x(1 = x

= x1 +(x2 + x2x3       ïî òåîðåìå x + y = y + x

= x1 +(x2 + x3      ïî òåîðåìå x + (xy = x + y



Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì:x1(x2 + x1(x2 + x1x2 + x2x3 = x1 +(x2 + x3 



Â ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííîé â ÑÍÄÔ, îòûñêèâàþòñÿ âñå ñîñåäíèå ñëàãàåìûå è ïðîèçâîäèòñÿ èõ ñêëåèâàíèå. Ìîæíî ïðèìåíèòü è ãðóïïîâîå ñêëåèâàíèå, ò.å. â âûðàæåíèè îòûñêèâàþòñÿ ñëàãàåìûå, èìåþùèå îáùèå ïåðåìåííûå, êîòîðûå âûíîñÿòñÿ çà ñêîáêè, à â ñêîáêàõ îñòàåòñÿ ãðóïïà ñëàãàåìûõ áîëåå íèçêîãî ðàíãà. Åñëè ýòà ãðóïïà ñîñòîèò èç 2k ñëàãàåìûõ k-ãî ðàíãà, òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ ñîâåðøåííóþ ôîðìó äëÿ k ïåðåìåííûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíà åäèíèöå. Â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ îäíî ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûå, âûíåñåííûå çà ñêîáêè. Äëÿ óäîáñòâà ñêëåèâàíèÿ, â òîì ÷èñëå è ãðóïïîâîãî, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, äîáàâëÿþò ñëàãàåìûå, óæå èìåþùèåñÿ â èñõîäíîì âûðàæåíèè.

Ïîñëå òîãî, êàê âîçìîæíîñòè ñêëåèâàíèÿ èñ÷åðïàíû, äåëàåòñÿ ïîïûòêà èñêëþ÷èòü èçáûòî÷íûå ñëàãàåìûå ïðèìåíåíèåì çàêîíà ïîãëîùåíèÿ è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, ìåòîäà èñïûòàíèÿ ÷ëåíîâ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåäâàðèòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ âñå âîçìîæíûå óïîìÿíóòûå ïðîöåäóðû ñêëåèâàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ è òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÍÄÔ. Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ ñàì ìåòîä èñïûòàíèÿ êàæäîãî ÷ëåíà ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ. ×òîáû èñïûòàòü íåêîòîðûé ÷ëåí ñëåäóåò èñêëþ÷èòü åãî èç ñîêðàùåííîé ÍÄÔ è ïîäñòàâèòü â îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå òàêèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ èñêëþ÷åííûé ÷ëåí îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó. Åñëè ïðè ýòîì âûðàæåíèå òîæå òîæäåñòâåííî ðàâíî åäèíèöå, òî èñïûòûâàåìûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì. Ïîñëå òîãî, êàê áóäóò îòáðîøåíû òàêèì îáðàçîì âñå ëèøíèå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåòñÿ òóïèêîâàÿ ÍÄÔ.

Ïðèìåð. Íàéòè òóïèêîâûå ôîðìû ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè, çàäàííîé â ñîêðàùåííîé ÍÄÔ

f(A,B,C) = (A(B(AC((BC.

1) Èñïûòàåì ÷ëåí (A(B, äëÿ ÷åãî ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå AC((BC çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ A = 0, B = 0 (ïðè ýòîì (A(B = (0((0 = 1):

0(C((0(C = C.

Òàê êàê ýòî âûðàæåíèå íå ðàâíî òîæäåñòâåííî 1, òî ÷ëåí (A(B èñêëþ÷àòü íåëüçÿ.

2) Èñïûòàåì ÷ëåí AC. Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå (A(B((BC çíà÷åíèÿ A = 1 b �C = 1 (AC = 1(1 = 1), óáåæäàåìñÿ, ÷òî åãî èñêëþ÷èòü íåëüçÿ:

(1((B((B(1 = 0((B((B(1 =(B.

3) Èñïûòàåì ÷ëåí (BC, äëÿ ÷åãî ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå (A(B(AC çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ B = 0, C = 1 ((BC = (0(1 = 1(1 = 1):

(A((0(A(1 = (A(1(A(1 = (A(A = 1.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî 1, ïîýòîìó ÷ëåí (BC ìîæíî èñêëþ÷èòü.

Îòâåò. Çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò îäíó òóïèêîâóþ ôîðìó, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé:

f(A,B,C) = (A(B(AC.



Èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íûõ ñëàãàåìûõ ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Ïîýòîìó äëÿ îäíîé è òîé æå ôóíêöèè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî òóïèêîâûõ ôîðì. Åñëè âñå îíè íàéäåíû, òî âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ.



8.2. Ìåòîä Êâàéíà è èìïëèêàíòíûå ìàòðèöû



Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ñîêðàùåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Êâàéíà.

Ïðè ìèíèìèçàöèè ïî ìåòîäó Êâàéíà â áàçèñå 1 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà â ÑÍÄÔ.

Íàïîìíèì, ÷òî èìïëèêàíòà ôóíêöèè - ýòî íåêîòîðàÿ ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îáðàùàåìàÿ â íîëü ïðè íàáîðå ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ ñàìà ôóíêöèÿ òàêæå ðàâíà íóëþ.

Ïîýòîìó ëþáîé ìèíòåðì â ñîñòàâå ÑÍÄÔ, èëè ãðóïïà ìèíòåðìîâ, ñîåäèíåííûõ çíàêàìè äèçúþíêöèè, ÿâëÿþòñÿ èìïëèêàíòàìè èñõîäíîé ÍÄÔ.

Ïåðâè÷íàÿ èëè ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ôóíêöèè - ýòî èìïëèêàíòà òèïà ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ, íèêàêàÿ ÷àñòü êîòîðîé óæå íå ÿâëÿåòñÿ èìïëèêàíòîé äàííîé ôóíêöèè.

Äèçúþíêöèÿ ïðîñòûõ èìïëèêàíò, íè îäíó èç êîòîðûõ èñêëþ÷èòü íåëüçÿ, íàçûâàåòñÿ òóïèêîâîé ÍÄÔ çàäàííîé ôóíêöèè. Íåêîòîðûå ôóíêöèè èìåþò íåñêîëüêî òóïèêîâûõ ôîðì. Òóïèêîâûå ôîðìû, ñîäåðæàùèå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî áóêâ, áóäóò ìèíèìàëüíûìè.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïî ìåòîäó Êâàéíà ñîñòîèò â ïîïàðíîì ñðàâíåíèè âñåõ èìïëèêàíò, âõîäÿùèõ â ÑÍÄÔ, ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ âîçìîæíîñòè ïîãëîùåíèÿ êàêîé-òî ïåðåìåííîé:

Fxi ( F(xi = F

Òàêèì îáðàçîì, óäàåòñÿ ñíèçèòü ðàíã òåðìîâ. Ýòà ïðîöåäóðà ïðîâîäèòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ íè îäíîãî ÷ëåíà, äîïóñêàþùåãî ïîãëîùåíèå ñ êàêèì-ëèáî äðóãèì òåðìîì. Òåðìû, ïîäâåðãøèåñÿ ïîãëîùåíèþ, îòìå÷àþòñÿ. Íåîòìå÷åííûå òåðìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðâè÷íûå èìïëèêàíòû.

Ïîëó÷åííîå ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå íå âñåãäà îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Ïîýòîìó èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâëÿåòñÿ òàáëèöà, â ñòðîêàõ êîòîðîé çàïèñûâàþòñÿ íàéäåííûå ïåðâè÷íûå èìïëèêàíòû, à â ñòîëáöàõ óêàçûâàþòñÿ òåðìû èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Êëåòêè ýòîé òàáëèöû îòìå÷àþòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ïåðâè÷íàÿ èìïëèêàíòà âõîäèò â ñîñòàâ êàêîãî-ëèáî òåðìà. Ïîñëå ýòîãî çàäà÷à óïðîùåíèÿ ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íàéòè òàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåðâè÷íûõ èìïëèêàíò, êîòîðûå ïîêðûâàþò âñå ñòîëáöû.

Â ýòîì ìåòîäå èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ (ïîëíûì ñêëåèâàíèåì, êàê íàì èçâåñòíî, áóäåò:xy ( x(y = x) è ïîãëîùåíèÿ (x ( xy = x). Ïðèìåíÿåìàÿ â ìåòîäå Êâàéíà îïåðàöèÿ íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:  xy ( x(y = x ( xy ( x(y. Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, êðîìå ÷ëåíà ÷, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ, îñòàþòñÿ îáà ÷ëåíà, ó÷àñòâóþùèå â ñêëåèâàíèè.

Òåîðåìà Êâàéíà. Åñëè â ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè ïðîâåñòè âñå îïåðàöèè íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ è çàòåì âñå îïåðàöèè ïîãëîùåíèÿ, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñîêðàùåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ýòîé ôóíêöèè, ò.å. äèçúþíêöèÿ âñåõ åå ïðîñòûõ èìïëèêàíò.

Ìåòîä Êâàéíà âûïîëíÿåòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ è ñîêðàùåííóþ ÍÄÔ óäîáíî íàõîäèòü â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðîâåñòè â ÑÍÄÔ ôóíêöèè âñå âîçìîæíûå îïåðàöèè ñêëåèâàíèÿ êîíñòèòóåíò åäèíèöû. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî îáðàçóþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèå (n - 1) áóêâ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñêëåèâàòüñÿ ìîãóò òîëüêî ïðîèçâå�äåíèÿ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì áóêâ. Ïîýòîìó ïîñëå ýòîé ïðîöåäóðû ïðîèçâî�äèòñÿ îïåðàöèÿ ïîãëîùåíèÿ, à çàòåì âûïîëíÿþòñÿ âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ ÷ëåíîâ ñ (n - 1) áóêâîé.

Ïîñëå ýòîãî ïðîâîäèòñÿ ïîãëîùåíèå ÷ëåíîâ ñ (n - 1) áóêâîé è âíîâü âûïîë�íÿåòñÿ îïåðàöèÿ ñêëåèâàíèÿ ÷ëåíîâ ñ ÷èñëîì áóêâ, ðàâíûì (n - 2), è ò.ä.

Ïðèìåð. Íàéòè ñîêðàùåííóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè, çàäàííîé òàáëè÷íî.



x�0�0�0�0�1�1�1�1��y�0�0�1�1�0�0�1�1��z�0�1�0�1�0�1�0�1��f(x, y, z)�0�0�0�1�1�1�0�0��

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ â ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå

f(x, y, z) =(xyz ( x(y(z ( x(yz.

Â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü òîëüêî îäíî ñêëåèâàíèå: âòîðîãî ÷ëåíà ñ òðåòüèì ïî ïåðåìåííîé z. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì

f(x, y, z) = x(y ((xyz ( x(y(z ( x(yz.

Ïðîèçâåäåíèå x(y ïîãëîùàåò ÷ëåíû x(y(z b x(yz:

f(x, y, z) = x(y ((xyz.

Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé çàäàííîé ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè, òàê êàê äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ñêëåèâàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ íåâîçìîæíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ìèíèìèçàöèè áîëåå ñëîæíîé ôóíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì èìïëèêàòèâíûõ ìàòðèö.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíóþ ÍÄÔ ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè, ÑÍÄÔ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

f(A, B, C, D) =(ABCD ((A(BCD ( A(BCD ( A(B(CD ( A(B(C(D ((A(B(C(D

Ïîñòðîèì äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìïëèêàíòíóþ ìàòðèöó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé òàáëèöó, â âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå âõîäû êîòîðîé çàïèñûâàþòñÿ âñå êîíñòèòóåíòû åäèíèöû, ò.å. âñå ìèíòåðìû, è âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû çàäàííîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîñòûõ èìïëèêàíò ìû äîëæíû ïðîâåñòè âíà÷àëå ïðîöåäóðó íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ. ×òîáû áûñòðåå íàõîäèòü ÷ëåíû, êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, íàïîìíèì, ÷òî ñêëåèâàòüñÿ ìîãóò òîëüêî ñîñåäíèå ÷ëåíû, ò.å. òàêèå ÷ëåíû, ó êîòîðûõ ÷èñëî ïåðåìåííûõ ñ îòðèöàíèÿìè îòëè÷àåòñÿ íà åäèíèöó. Ïðîâåäåì îïåðàöèè ñêëåèâàíèÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

- âûïîëíèì âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ 1-ãî ÷ëåíà ñ îñòàëüíûìè;

- âûïîëíèì âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ 2-ãî ÷ëåíà ñ îñòàëüíûìè, êðîìå 1-ãî;

- âûïîëíèì âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ 3-ãî ÷ëåíà ñ îñòàëüíûìè, êðîìå 1-ãî è 2-ãî è ò.ä.

Çàïèøåì ðåçóëüòàò:

1* - 2* =(ABCD ((A(BCD = (ACD((B(B) =(ACD (ïî B);

2   - 3* =(BCD (ïî A);

3   - 4* = A(BD (ïî C);

4   - 5* = A(B(C (ïî D);

5   - 6* = (B(C(D (ïî A).

Ïîëó÷èëè ïðîñòûå èìïëèêàíòû. Ïîñëå ïðîöåäóðû íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ âûðàæåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

f(A, B, C, D) =(ABCD* +(ACD +(A(BCD* +(BCD + A(BCD* + A(BD + A(B(CD* +A(B(C + A(B(C(D* +(B(C(D +(A(B(C(D*

Çâåçäî÷êàìè îòìå÷åíû òå ÷ëåíû, êîòîðûå ïîãëîùàþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè, îáðàçîâàâøèìèñÿ ïîñëå ñêëåèâàíèÿ. Òåïåðü ïðîâåäåì îïåðàöèþ ïîãëîùåíèÿ. Äëÿ êàæäîé èìïëèêàíòû íàéäåì êîíñòèòóåíòû åäèíèöû, ò.å. ìèíòåðìû, êîòîðûå åþ ïîãëîùàþòñÿ, ò.å. òå êîíñòèòóåíòû, ñîáñòâåííîé ÷àñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ èìïëèêàíòà. Íàïðèìåð, èìïëèêàíòà (ACD ïîãëîùàåò êîíñòèòóåíòû ABCD, (A(BCD, èìïëèêàíòà (BCD - êîíñòèòóåíòû (A(BCD, A(BCD è ò.ä. 

(ABCD* +(ACD = (ACD(1 + B) =(ACD;

(A(BCD* + A(BCD* +(BCD = (BCD(1 + A +(A) =(BCD;

A(B(CD* +A(B(C = A(B(C(1 + D) =A(B(C;

A(B(C(D* +(A(B(C(D* +(B(C(D = (B(C(D(1 + A +(A) = (B(C(D;

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ èìïëèêàíòíîé ìàòðèöû íà ïðèìåðå ìàòðèöû, ïðèâåäåííîé â Òàáëèöå 8.2.

Êëåòêè èìïëèêàíòíîé ìàòðèöû, îáðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì ñòðîê ñ èìïëèêàíòàìè è êîëîíîê ñ ïîãëîùåííûìè èìè êîíñòèòóåíòàìè, îòìåòèì êðåñòèêàìè.

Ò à á ë è ö à   8.2. Èìïëèêàíòíàÿ ìàòðèöà



��Êîíñòèòóåíòû åäèíèöû��¹ ï/ï\�Ïðîñòûå èìïëèêàíòû�(ABCD�(A(BCD�A(BCD�(AB(CD�A(B(C(D�(A(B(C(D����1�2�3�4�5�6��1�(ACD�X�X������2�(BCD��X�X�����3�A(BD���X�X����4�A(B(C����X�X���5�(B(C(D�����X�X��

×òîáû ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíóþ ÍÄÔ çàäàííîé ôóíêöèè, äîñòàòî÷íî íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî èìïëèêàíò, êîòîðûå ñîâìåñòíî íàêðûâàþò êðåñòèêàìè âñå êîëîíêè èìïëèêàíòíîé ìàòðèöû.

Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî â ìèíèìàëüíóþ ôîðìó îáÿçàòåëüíî äîëæíû âîéòè èìïëèêàíòû (ACD è (B(C(D, òàê êàê òîëüêî îíè íàêðûâàþò êðåñòèêàìè ïåðâóþ è øåñòóþ êîëîíêè òàáëèöû.

Êðîìå òîãî, èìïëèêàíòà (ACD íàêðûâàåò âòîðóþ, à èìïëèêàíòà(B(C(D - ïÿòóþ êîëîíêè. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ íàêðûòü òîëüêî òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ êîëîíêè òàáëèöû. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âûáðàòü ïàðû èìïëèêàíò (BCD è A(BD; A(BD è A(B(C èëè îäíó èìïëèêàíòó A(BD. Åñëè âûáðàòü óêàçàííûå âûøå ïàðû èìïëèêàíò, ÷ëåíû (BCD è A(BC îêàçûâàþòñÿ ëèøíèìè, òàê êàê èìïëèêàíòà A(BD îäíà íàêðûâàåò òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ êîëîíêè òàáëèöû. Òàêèì îáðàçîì, âûáðàâ èìïëèêàíòó A(BD, ïîëó÷èì ìèíèìàëüíóþ ÍÄÔ çàäàííîé ôóíêöèè: �f(A, B, C, D) =(ACD(A(BD((B(C(D.

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíûõ ÍÄÔ ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè.

1. Ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðåäñòàâëÿþò â ñîâåðøåííîé ÍÄÔ, ïðèìåíÿÿ ëèáî çàïèñü "ïî åäèíèöàì" ôóíêöèè, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà òàáëè÷íî, ëèáî ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè ðàçâåðòûâàíèÿ, ïðàâèëà äå Ìîðãàíàè è äðóãèå ôîðìóëû àëãåáðû ëîãèêè, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà â ïðîèçâîëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.

2. Â ïîëó÷åííîé ñîâåðøåííîé ÍÄÔ ïðîâîäÿò âñå îïåðàöèè íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÍÄÔ çàäàííîé ôóíêöèè.

3. Íàõîäÿò ìèíèìàëüíûå ÍÄÔ ïî èìïëèêàíòíîé ìàòðèöå. Åñëè êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â ñîêðàùåííîé ÍÄÔ íåâåëèêî, òî ìîæíî íàéòè òóïèêîâûå ôîðìû ìåòîäîì èñïûòàíèÿ ÷ëåíîâ è âûáðàòü ñðåäè íèõ ìèíèìàëüíûå.

Çàìåòèì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìèíèìàëüíàÿ ÍÄÔ ñîâïàäàåò ñ ñîêðàùåííîé. Íàïðèìåð, ñîêðàùåííàÿ ÍÄÔ ëþáîé ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíîé, â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïðîâåäÿ èñïûòàíèå ÷ëåíîâ â ñîêðàùåííîé ÍÄÔ ëþáîé ôóíêöèè, ïðèâåäåííîé â Òàáëèöå 7.2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âûðàæåíèå çàäàííîé ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè, íàèáîëåå óäîáíîå äëÿ ñèíòåçà ëîãè÷åñêîé ñõåìû, ñëåäóåò, êðîìå ÌÍÄÔ ôóíêöèè, ïîëó÷èòü òàêæå åå ìèíèìàëüíóþ ÍÊÔ è âûáðàòü èç íèõ òó, ïðè òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè êîòîðîé ïîòðåáóåòñÿ íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.

Îäèí èç àëãîðèòìîâ ïîëó÷åíèÿ ÌÍÊÔ ôóíêöèè ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷åí îïèñàííîìó. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âíà÷àëå òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ôîðìèðóåòñÿ ÑÍÊÔ ôóíêöèè. Äàëåå íàõîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÍÊÔ, ïî êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ òóïèêîâûå ÍÊÔ. Íàêîíåö, ïî íèì íàõîäèòñÿ ÌÍÊÔ çàäàííîé ôóíêöèè. Òîëüêî î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà òàáëè÷íî, òî ÑÍÊÔ ôîðìèðóåòñÿ "ïî íóëÿì" ôóíêöèè. Âî âñåõ æå äàëüíåéøèõ ïðîöåäóðàõ ìèíèìèçàöèè ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ ìàêñòåðìû, ò.å. ýëåìåíòàðíûå ñóììû, à íå ýëåìåíòàðíûå ïðèçâåäåíèÿ. Èìïëèêàíòà, â òîì ÷èñëå è ïðîñòàÿ, - òàêæå ýëåìåíòàðíàÿ ñóììà.

Îïåðàöèÿ íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ äëÿ êîíúþíêòèâíîé ôîðìû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:



(x + y)(x +(y) = x(x + y)(x +(y), 

x(x + y) = x,



à ôîðìóëû ðàçâåðòûâàíèÿ èìåþò âèä:

x = (x + y)(x +(y),

(x + y) = (x + y + z)(x + y +(z).



Ïðè èñïûòàíèè ÷ëåíîâ ñîêðàùåííîé ÍÊÔ èñêëþ÷àþò èñïûòûâàåìûé ÷ëåí è â îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå îáðàùàþò èñêëþ÷åííûé ÷ëåí â íîëü. Åñëè ïðè ýòîì îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå òàêæå áóäåò ðàâíî íóëþ, òî èñïûòûâàåìûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþò òóïèêîâûå ÍÊÔ, èç êîòîðûõ âûáèðàþò ÌÍÊÔ. Åñëè ïîëó÷åííàÿ ñîêðàùåííàÿ ÍÊÔ ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, òî ÌÍÊÔ ïîëó÷àþò ñ ïîìîùüþ èìïëèêàíòíûõ ìàòðèö ïî ìåòîäèêå, àíàëîãè÷íîé èñïîëüçóåìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÌÍÄÔ.

Íî ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ÌÍÊÔ. Ïðåäâàðèòåëüíî íàõîäèòñÿ ÌÍÄÔ ôóíêöèè. Ïîòîì îò ïîëó÷åííîé ÌÍÄÔ áåðåòñÿ îòðèöàíèå è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ôîðìóëàì äå Ìîðãàíà ïîëó÷àþò ÌÍÊÔ çàäàííîé ôóíêöèè.



8.3. Ìåòîä Êàðíî (äèàãðàììû Âåé÷à)



Ïðîöåññ óïðîùåíèÿ áóëåâûõ, ò.å. ëîãè÷åñêèõ, âûðàæåíèé, êàê óæå îòìå÷àëîñü, íå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèì. Äàëåêî íå î÷åâèäíî, êàêîå èç òîæäåñòâ ñëåäóåò ïðèìåíèòü íà òîì èëè èíîì øàãå. Èññêóñòâî ïðèõîäèò òîëüêî ñ îïûòîì. Ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ áóëåâûõ âûðàæåíèé áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìè÷åñêèå ìåòîäû. Íàïðèìåð, ìåòîä êàðò Êàðíî.

Êàðòû Êàðíî (èõ ðàçíîâèäíîñòüþ ÿâëÿþòñÿ êàðòû Âåé÷à, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ êàê ðàçâåðòêè êóáà íà ïëîñêîñòè), ÿâëÿþòñÿ ãðàôè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì òàáëèö èñòèííîñòè. Ïîýòîìó îíè ñòðîÿòñÿ èëè ïî òàáëèöå èñòèííîñòè àíàëèçèðóåìîé ôóíêöèè, èëè æå ïî åå ÑÍÄÔ.

Íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà òàáëèöû èñòèííîñòè, äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå, ñîîòâåòñòâóåò êîíêðåòíîìó ìèíòåðìó ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííîé â ÑÍÄÔ. Ñòðîêà, äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûì ìàêñòåðìîì ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííîé â ÑÍÊÔ.

Êàðòà Êàðíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê, ðàçáèòûé íà êâàäðàòû, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî îáùåìó ÷èñëó íàáîðîâ äëÿ äàííîé ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ, ò.å. îíî ðàâíî 2n. Òàê, äëÿ ôóíêöèè ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ êâàäðàòîâ áóäåò 16, äëÿ ïÿòè ïåðåìåííûõ - 32 è ò.ä. Êàæäûé êâàäðàò ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó íàáîðó èëè òåðìó, ïðè÷åì íàáîðû ðàñïîëàãàþòñÿ òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå íàáîðû èëè òåðìû, êàê ïî ãîðèçîíòàëè, òàê è ïî âåðòèêàëè, îòëè÷àëèñü áû òîëüêî çíà÷åíèåì îäíîé ïåðåìåííîé: â îäíîì êâàäðàòå îíà ñ èíâåðñèåé, à â äðóãîì, ñîñåäíåì - áåç. Ôóíêöèþ â ÑÍÄÔ íàíîñÿò íà êàðòó, îòìå÷àÿ, íàïðèìåð, çíàêîì 1 êâàäðàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå òåì íàáîðàì, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå, ò.å. â ÑÍÄÔ ôóíêöèè åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíòåðì. Îñòàëüíûå êâàäðàòû îòìå÷àþòñÿ çíàêîì 0. Èíîãäà â óãëó êâàäðàòà ñòàâÿò íîìåð íàáîðà. Òàêîé ñïîñîá èñïîëüçóåòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà ÷èñëîâûì îáðàçîì, íî îí íåóäî-áåí äëÿ ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ êàðò Êàðíî ïî òàáëèöàì èñòèííîñòè äëÿ 2-õ, 3-õ è 4-õ ïåðåìåííûõ.

1) Ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, ãäå à) - òàáëèöà èñòèííîñòè; à á) - êàðòà Êàðíî.



x�y�f(x,y)������0�0�f(0,0)������0�1�f(0,1)���y = 0�y = 1��1�0�f(1,0)��x = 0�f(0,0)�f(0,1)��1�1�f(1,1)��x = 1�f(1,0)�f(1,1)��                           à                                               á



2) Ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ.



x�y�z�f(x,y,z)��������0�0�0�f(0,0,0)��������0�0�1�f(0,0,1)��������0�1�0�f(0,1,0)��������0�1�1�f(0,1,1)��������1�0�0�f(1,0,0)��������1�0�1�f(1,0,1)���yz = 00�yz = 01�yz = 11�yz = 10��1�1�0�f(1,1,0)��x = 0�f(0,0,0)�f(0,0,1)�f(0,1,1)�f(0,1,0)��1�1�1�f(1,1,1)��x = 1�f(1,0,0)�f(1,0,1)�f(1,1,1)�f(1,1,0)��                   à                                                      á



3) Ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ.



w�x�y�z�f(w,x,y,z)��������0�0�0�0�f(0,0,0,0)��������0�0�0�1�f(0,0,0,1)��������0�0�1�0�f(0,0,1,0)��������0�0�1�1�f(0,0,1,1)��������0�1�0�0�f(0,1,0,0)��������0�1�0�1�f(0,1,0,1)��������0�1�1�0�f(0,1,1,0)��������0�1�1�1�f(0,1,1,1)��������1�0�0�0�f(1,0,0,0)��������1�0�0�1�f(1,0,0,1)��������1�0�1�0�f(1,0,1,0)��������1�0�1�1�f(1,0,1,1)���yz = 00�yz = 01�yz = 11�yz = 10��1�1�0�0�f(1,1,0,0)��wx = 00�f(0,0,0,0)�f(0,0,0,1)�f(0,0,1,1)�f(0,0,1,0)��1�1�0�1�f(1,1,0,1,)��wx = 01�f(0,1,0,0)�f(0,1,0,1)�f(0,1,1,1)�f(0,1,1,0)��1�1�1�0�f(1,1,1,0)��wx = 11�f(1,1,0,0)�f(1,1,0,1)�f(1,1,1,1)�f(1,1,1,0)��1�1�1�1�f(1,1,1,1)��wx = 10�f(1,0,0,0)�f(1,0,0,1)�f(1,0,1,1)�f(1,0,1,0)��                     à                                                 á



Êàðòó Êàðíî äëÿ ôóíêöèè, íàïðèìåð, ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ A, B, C, D ìîæíî ïðåäñòàâèòü è òàêèì îáðàçîì:



���AB������00�01�11�10���00������CD�01��@f@�����11�������10������

Íàïðèìåð, â êëåòêå "à" çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ËÔ íà íàáîðå 0101, ò.å. íà íàáîðå (FD(CD\

Â òàêîì âèäå êàðòó Êàðíî äëÿ ïÿòè àðãóìåíòîâ A, B, C, D, E ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:



���A=0���A=1������DE���DE�����00�01�11�10�10�11�01�00���00����������BC�01����@f@�������11�����������10����������

Íàïðèìåð, â êëåòêå "à" çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ËÔ íà íàáîðå 00110, ò.å. íà íàáîðå (FDCD(E\

Íàêîíåö, êàðòà Êàðíî äëÿ øåñòè àðãóìåíîâ A, B, C, D, E, F ìîæåò âûãëÿäåòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:



����A=0���A=1�������DE���DE������00�01�11�10�10�11�11�00����00����������F=0�BC�01������������11������������10������������10����������F=1�BC�11������������01���@f@���������00�������������00�01�11�10�10�11�01�00������DE���DE�������A=0���A=1���

Íàïðèìåð, â êëåòêå "à" çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ËÔ íà íàáîðå 001111, ò.å. íà íàáîðå (F(DCDF\

Êàðòó Êàðíî äëÿ ËÔ, â ÷àñòíîñòè ïÿòè àðãóìåíòîâ ABCDE, ïðåäñòàâëÿþò è òàêèì îáðàçîì:



�������B���(B��������E���(E���E����  A���������(C������@f@�����  C��(A�������@,@�������������(C���(D�D��(D���D�(D���

Íàïðèìåð, â êëåòêå "à" çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ËÔ íà íàáîðå ABC(D(E ò.å. íà íàáîðå 11100, à â êëåòêå "á" - íà íàáîðå (A(BCDE èëè 00111.

Â èòîãå êàðòó Êàðíî ìîæíî îôîðìëÿòü ëþáûì ïîäõîäÿùèì îáðàçîì, íî òîëüêî òàê, ÷òîáû êàæäûé êâàäðàò ñîîòâåòñòâîâàë îïðåäåëåííîìó íàáîðó èëè òåðìó è îíè, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ðàñïîëàãàëèñü áû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîñåäíèå íàáîðû èëè òåðìû, êàê ïî ãîðèçîíòàëè, òàê è ïî âåðòèêàëè, îòëè÷àëèñü áû òîëüêî çíà÷åíèåì îäíîé ïåðåìåííîé: â îäíîì êâàäðàòå îíà ñ èíâåðñèåé, à â äðóãîì, ñîñåäíåì - áåç. Ïðè÷åì, íàäî ó÷åñòü, ÷òî êâàäðàòû, ðàñïîëîæåííûå íà ïðîòèâîïîëæíûõ êîíöàõ êàæäîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè.

Ïåðå÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, âûïîëíÿåìûõ äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ïî ìåòîäó Êàðíî.

1) Èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ, ïîäëåæàùàÿ ìèíèìèçàöèè, äîëæíà áûòü ïðåäñòàâëåíà â ÍÄÔ. Çàòåì åå íàäî ïðåäñòàâèòü â ÑÍÄÔ. Èëè æå ñîñòàâëÿåòñÿ òàáëèöà èñòèííîñòè ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìåæäó ñòðîêàìè òàáëèöû èñòèííîñòè è êëåòêàìè (ÿ÷åéêàìè) íà êàðòå Êàðíî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Êîãäà êàðòà Êàðíî ñîñòàâëÿåòñÿ ïî ÑÍÄÔ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, òî î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ áåç îòðèöàíèÿ çàìåíÿåòñÿ åå çíà÷åíèåì 1, à ñ îòðèöàíèåì - 0.

2) Çàòåì ñòðîèòñÿ êàðòà Êàðíî ïî ïðèíöèïó, îïèñàííîìó ðàíåå. Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòêëàäûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ îäíîãî àðãóìåíòà, à ïî âåðòèêàëè - äðóãîãî. Íà ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ïîëó÷àåì ÿ÷åéêó, êóäà çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè (0 èëè 1), ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó íàáîðó. Åñëè ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà â ÑÍÄÔ, òî â ÿ÷åéêå ñîîòâåòñòâóþùåé ñóùåñòâóþùåìó ìèíòåðìó çàïèñûâàåòñÿ 1, à â ÿ÷åéêå íåñóùåñòâóþùåãî ìèíòåðìà - 0.

3) Ïîñëå ýòîãî îáúåäèíÿþòñÿ â ãðóïïû ñìåæíûå ÿ÷åéêè, â êîòîðûõ çàïèñàíû åäèíèöû, ñëåäóþùèì îáðàçîì: îáúåäèíÿåòñÿ îáÿçàòåëüíî ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ÿ÷ååê ñ åäèíèöàìè êàê ïî âåðòèêàëè, òàê è ïî ãîðèçîíòàëè. Ïðè÷åì, êàæäàÿ ÿ÷åéêà ñ 1 ìîæåò ïîïàñòü îäíîâðåìåííî â äâå ãðóïïû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ åäèíèö êàê ïî âåðòèêàëè, òàê è ïî ãîðèçîíòàëè.

4) Êàæäîé òàêîé ãðóïïå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íîâûé ìèíòåðì äëÿ èçîáðàæåíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè â ôîðìå ìèíèìàëüíîé ÍÄÔ.

5) Èçîáðàæåíèå êàæäîãî íîâîãî ìèíòåðìà ôîðìèðóåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

à) ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ â êàæäîé ÿ÷åéêå îáðàçîâàííîé ãðóïïû èìååò çíà÷åíèå òîëüêî 0, èçîáðàæàåòñÿ åå èíâåðñèåé;

á) ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ â êàæäîé ÿ÷åéêå ãðóïïû èìååò çíà÷åíèå òîëüêî 1, èçîáðàæàåòñÿ áåç èíâåðñèè;

â) ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ â ïðåäåëàõ îáðàçîâàííîé ãðóïïû ìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå, íå èçîáðàæàåòñÿ, ò.å. îòáðàñûâàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, êàðòó Êàðíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîâîêóïíîñòè âñåõ (ñóøåñòâóþùèõ è íå ñóùåñòâóþùèõ) ìèíòåðìîâ ôóíêöèè â ÑÍÄÔ äàííîãî ÷èñëà ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Íà îñíîâàíèè çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè è òåîðåì (F +(A) = 1 è A((A = 0= à òàêæå A + 0 = A è A(0 = 0, äâà ìèíòåðìà, íàõîäÿùèåñÿ â ñîñåäíèõ êëåòêàõ, ìîãóò áûòü çàìåíåíû îäíèì íîâûì ìèíòåðìîì, ñîäåðæàùèì íà îäíó ïåðåìåííóþ ìåíüøå. Åñëè ñîñåäíèìè ÿâëÿþòÿ äâå ïàðû ìèíòåðìîâ, òî òàêàÿ ãðóïïà èç 4 ìèíòåðìîâ ìîæåò áûòü çàìåíåíà íîâûì ìèíòåðìîì, êîòîðûé ñîäåðæèò íà äâå ïåðåìåííûå ìåíüøå è ò.ä. Â îáùåì ñëó÷àå íàëè÷èå åäèíèö â 2n ñîñåäíèõ êëåòêàõ ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü n ïåðåìåííûõ.

Ïðè ôîðìèðîâàíèè íà áàçå êàðòû Êàðíî íîâûõ ìèíòåðìîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè â ìèíèìàëüíîé ÍÄÔ, èëè æå â ìèíèìàëüíîé ÍÊÔ, çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ, ðàâíûõ 1, çàìåíÿþòñÿ èçîáðàæåíèåì ïåðåìåííûõ áåç îòðèöàíèÿ, à ïðè çíà÷åíèÿõ ðàâíûõ 0 - ñ îòðèöàíèåì.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè íà ïðèìåðå ôóíêöèè, çàäàííîé ñëåäóþùèì ëîãè÷åñêèì óðàâíåíèåì:

F(A,B,C,D) = BCD + (ABD + (BCD + A(B(C + A(CD + (B(CD + (ABC + (A(B(C

Ïðåäñòàâèì ýòó ôóíêöèþ â ÑÄÍÔ:

F = BCD(A + (A) + (ABD(C + (C) + (BCD(A + (A) + A(B(C(D + (D) +A(CD(B + (B) + 

+ (B(CD(A + (A) + (ABC(D + (D) + (A(B(C(D + (D) = ABCD +(ABCD + (AB(CD +

+ A(BCD + (A(BCD + (A(B(CD + A(B(C(D + AB(CD + (A(B(C(D + (ABC(D + (A(B(CD.



Íèæå èçîáðàæåíà êàðòà Êàðíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè.



�AB = 00�AB = 01�AB = 11�AB = 10���������CD = 00�1���1�(A(B(C)��������CD = 01�1�1�1�1�������CD = 11�1�1��1�1�(D)����CD = 10��1�����

��



Ìèíòåðìû ôóíêöèè îáðàçóþò â êàðòå ÷åòûðå ãðóïïû:

1)  ((A(B(C);     2) (A(B(C);       3) (D);        4) ((ABC).

Ñëåäîâàòåëüíî



F = (A(B(C + A(B(C + (ABC + D = (B(C(A + (A) + (ABC + D = (B(C + (ABC + D.



Íî íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ìèíèìàëüíûõ ôîðì.

Õîòÿ îáû÷íî êàðòû Êàðíî äëÿ ôóíêöèé 3-õ è 4-õ ïåðåìåííûõ èçîáðàæàþòñÿ íà ïëîñêîñòè, íî êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ãðóïï êàðòó íóæíî ñ÷èòàòü òðåõìåðíîé.

Äëÿ êàðò ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè êàðòó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê öèëèíäð ñî ñêëååííûìè ïðàâûì è ëåâûì êðàÿìè. Ïîñêîëüêó ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû ôîðìèðóþòñÿ íà òàêîì öèëèíäðå, íà ïëîñêîì ðèñóíêå òà èëè èíàÿ ãðóïïà ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçîðâàííîé. Íàïðèìåð,



�yz = 00�yz = 01�yz = 11�yz = 10�������x = 0�1����1��x = 1������

Ìèíòåðì, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ãðóïïå ïîëó÷àåòñÿ (x(z.

Ðàçîðâàííûå ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ è íà êàðòàõ ñ ÷åòûðüìÿ ïåðåìåííûìè. Íà òàêèõ êàðòàõ íóæíî ñ÷èòàòü ñêëååííûìè íå òîëüêî ïðàâûé è ëåâûé êðàÿ, íî, ïðè íåîáõîäèìîñòè, òàêæå âåðõíèé è íèæíèé. Íàïðèìåð:



                           yz                                                                                  yz

����wx�00�01�11�10��wx�00�01�11�10�����00���1���00�1���1�������01�1���1��01�������11�1���1��11�������������10���1���10�1���1��                  à)                                                       á)

Äëÿ âàðèàíòà à): ãðóïïà èç 4-õ ÿ÷ååê ñîîòâåòñòâóåò ìèíòåðìó x(z, à ãðóïïà èç 2-õ ÿ÷ååê - ìèíòåðìó (xyz\

Äëÿ âàðèàíòà á): ÿ÷åéêè â 4-õ óãëàõ îáðàçóþò îäíó ãðóïïó, åñëè ïîâåðõíîñòü ñ÷èòàòü òîðîèäàëüíîé. Ýòîé ãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò ìèíòåðì (x(z\ 

Ðàññìîòðèì ðàíåå ïðèâåäåííûé ïðèìåð, íî òåïåðü ïðåäñòàâèì êàðòó â âèäå öèëèíäðà. Òîãäà ó íàñ ïîëó÷èòñÿ òðè ãðóïïû ìèíòåðìîâ âìåñòî ÷åòûðåõ:



�AB = 00�AB = 01�AB = 11�AB = 10������CD = 00�1���1��������CD = 01�1�1�1�1��������CD = 11�1�1�1�1�(D)����CD = 10��1������





Ìèíòåðìû ôóíêöèè îáðàçóþò íà êàðòå òðè ãðóïïû:

1) ((B(C) - ìèíòåðì, ñîîòâåòñòâóþùèé ãðóïïå èç ÷åòûðåõ âåðõíèõ åäèíèö; �2) (D); 3) ((ABC).

Ñëåäîâàòåëüíî

F = (B(C + (ABC + D.



Ïðè ïîëó÷åíèè ìèíèìàëüíîé ôîðìû äëÿ ÑÍÊÔ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ òåðìàìè, ïðèíèìàþùèìè íóëåâîå çíà÷åíèå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðàõ, ò.å. ìàêñòåðìàìè. Ïîýòîìó â êëåòêàõ ìèíèìèçèðóþùèõ êàðò ïèøóò íóëè, êîòîðûå ãðóïïèðóþ ïî îïèñàííîé ðàíåå ìåòîäèêå.

Ïðèìåð. Íàéòè ìèíèìàëüíûå äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû ôóíêöèè:



f(A, B, C) = AB(C ( ABC ( A(BC ((A(B(C ((A(BC. 



Êàðòû Êàðíî äëÿ äàííîé ôóíêöèè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 



�B��(B����B��(B������������������A�1�1�1�0��A�1�1�1�0������������(A�0�0�1�1��A�0�0�1�1���(C�C��(C���(C�C��(C��

                                à)                                                   á)



Îáúåäèíèòü åäèíèöû ìîæíî äâóìÿ âàðèàíòàìè (à è á). Ýòèì âàðèàíòàì ñîîòâåòñòâóþò äâå ìèíèìàëüíûå äèçúþíêòèâíûå ôîðìû:



f(A, B, C) = AB ( AC ((A(B,

f(A, B, C) = AB ((BC ((A(B.



Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû ñëåäóåò îáúåäèíèòü íóëè ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè. Äâå êîíñòèòóåíòû íóëÿ, ñîîòâåòñò-âóþùèå êëåòêàì, îáâåäåííûì ïóíêòèðíîé ëèíèåé (à), ñêëåèâàþòñÿ ïî ïåðå-ìåííîé Ñ è ïðåäñòàâëÿþòñÿ èìïëèêàíòîé A ((B, à îñòàâøèéñÿ íîëü - êîíñòèòóåíòîé(A(B(C. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíàÿ ÍÊÔ çàäàííîé ôóíêöèè áóäåò



f(A, B, C) = (A ((B) ((A ( B ( C).



Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ÍÊÔ ôóíêöèè ñîäåðæèò ìåíüøå áóêâ, ÷åì ìèíèìàëüíûå ÍÄÔ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âûðàæåíèå çàäàííîé ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè, íàèáîëåå óäîáíîå äëÿ ñèíòåçà ëîãè÷åñêîé ñõåìû, ñëåäóåò, êðîìå ìèíèìàëüíûõ äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì, ïîëó÷èòü òàêæå ìèíèìàëüíûå êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû è âûáðàòü èç íèõ òó, ïðè òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè êîòîðîé ïîòðåáóåòñÿ íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíûõ êîíúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì. Îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ è óäîáíûõ ìåòîäîâ áûë ïðîäåìîíñòðèðîâàí â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Ïðè íàëè÷èè óæå ñôîðìèðîâàííîé ìèíèìàëüíîé ÍÄÔ ôóíêöèè ìèíèìàëüíóþ ÍÊÔ ìîæíî òàêæå, â ÷àñòíîñòè, íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

áåðåòñÿ îò íàéäåííîé ìèíèìàëüíîé ÍÄÔ îòðèöàíèå è ïðîèçâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïî ôîðìóëå äå Ìîðãàíà. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ÍÊÔ ôóíêöèè. Íàïðèìåð,

åñëè ÌÍÄÔ ôóíêöèè ðàâíà 



�f(A, B, C) =(AB + A(C,



òî ïðîâåäÿ îòðèöàíèå è ïðèìåíèâ òåîðåìó äå Ìîðãàíà, ïîëó÷èì ÌÍÊÔ:



�f(A, B, C) =(AB + A(C = (A +(B)((A + C).



Êàæäàÿ ñòðîêà òàáëèöû èñòèííîñòè, èëè ÿ÷åéêà íà êàðòå Êàðíî, ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ñîîòâåò�ñòâóþùåé êîìáèíàöèè çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, ò.å. äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èçâåñòíî, ÷òî êàêîé-òî íàáîð ïîÿâèòüñÿ íå ìîæåò èëè æå åñëè îí ïîÿâèòñÿ, òî ýòî çíà÷åíèå ôóíêöèè, ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì, íå ñóùåñòâåííî. Äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ íåò íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëÿòü ýòî çíà÷åíèå ôóíêöèè ïî òàáëèöå èñòèííîñòè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò î íåîïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ. Êàðòû Êàðíî ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ÌÍÄÔ è ÌÍÊÔ è â ýòèõ ñèòóàöèÿõ.

Íà êàðòå Êàðíî íåîïðåäåëåííîå óñëîâèå îáîçíà÷àåòñÿ ïðî÷åðêîì â ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå. Òàêèå ÿ÷åéêè ìîãóò ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âêëþ÷àòüÿ â ãðóïïû ïðè ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíûõ ìàêñòåðìîâ èëè ìèíòåðìîâ. Ëþáóþ èç íèõ ìîæíî âêëþ÷èòü êàê â ãðóïïó åäèíè÷íûõ, òàê è â ãðóïïó íóëåâûõ ÿ÷ååê, èëè æå âîîáùå íèêóäà íå âêëþ÷àòü.

Â çàêëþ÷åíèå îáçîðà ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé íóæíî îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíî ìíîãî ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèõ ïðîèçâîäèòü ïðîöåäóðó ìèíèìèçàöèè íà êîìïüþòåðàõ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè.
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