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ПЕРЕДМОВА


Сучасний стан економіки України, розвиток її наукової бази потребує вирішення складних теоретичних і практичних завдань, які вимагають створення і застосування якісно нових напрямків економічної теорії та суміжних наукових дисциплін, тісно пов’язаних з нею.
При аналізі соціально-економічних явищ і процесів, які характеризують той чи інший етап розвитку ринкової економіки, доводиться мати справу з різноманітними масовими явищами, виявляти наявні там закономірності та встановлювати подальший хід їх розвитку. Задачу вивчення кількісних сторін масових явищ і процесів в економіці у нерозривному зв’язку з їх якісною стороною якраз і вирішує економетрія (економетрика). Економетрія на основі свого інструментально-теоретичного апарату встановлює (виявляє) причинно-наслідкові зв’язки в досліджуваних економічних системах з метою проведення їх аналізу, діагностування і прогнозування.


Економетрія є однією з фундаментальних дисциплін у підготовці бакалаврів з економіки для всіх спеціальностей, побудована на основі математичних та економічних знань, і разом з такими дисциплінами як мікро- та макроекономіка утворює базис сучасної економічної освіти. Конструювання та дослідження економетричних моделей сприяє формуванню у студентів нового економіко-математичного мислення, спрямованого на підготовку фахівців-економістів нової формації.


Метою даного „Курсу лекцій” є надання методичної допомоги студентам усіх економічних спеціальностей, які навчаються у Національному університеті водного господарства та природокористування за напрямом 0501 „Економіка і підприємництво”, у самостійному вивчені теоретичних засад дисципліни „Економетрія” . „Курс лекцій” містить повний виклад усіх тем, передбачених нормативною робочою програмою з дисципліни для освітньо-кваліфікаційного рівня „Бакалавр” і орієнтований на кредитно-модульну систему організації навчального процесу. 

 Тема 1.  предмет, методи і завдання дисципліни
 План 

1. Визначення дисципліни “Економетрія”, її предмет і об’єкт.

2. Місце і значення дисципліни, її зв’язок з іншими дисциплінами.

3. Виникнення, розвиток і становлення економетрії

1.  Визначення дисципліни “Економетрія”, її предмет і об’єкт

При аналізі соціально-економічних явищ і процесів, які характеризують той чи інший етап розвитку ринкової економіки, доводиться мати справу з різноманітними масовими явищами, виявляти наявні там закономірності та встановлювати подальший хід їх розвитку. 

Для вирішення цих питань використовується досить широкий арсенал різноманітних методів і підходів. Серед них широке розповсюдження отримало математичне моделювання і кількісний (чисельний) аналіз економічних явищ і процесів. Причиною такої уваги до методів кількісного аналізу є той незаперечний факт, що процес прийняття науково обґрунтованого рішення в економіці завжди пов’язаний з визначенням кількісних співвідношень і зв’язків між економічними показниками і з вмінням оперувати цими співвідношеннями.

Приклад 1. Щоб з’ясувати, чи доцільно інвестувати придбання нового обладнання (нової технології) потрібно не просто знати і розуміти, що це принесе додатковий прибуток, але й знати (і бажано якомога точніше) конкретно у чисельному вигляді – який додатковий прибуток буде отримано на кожну одиницю інвестицій . Приклад 2. Досліджуючи попит, який формується на ринку на деякі конкретні товари, нам недостатньо знати на якісному рівні,  що він залежить від таких факторів, як ціна, дохід і т.п., нас цікавить конкретний вигляд зв’язку обсягу попиту з цими факторами, що дає можливість у числовому вигляді спрогнозувати попит при заданому рівні ціни ,доходу і т.і..

Можна навести ще багато прикладів, які показують, що ефективність прийняття рішень у підприємництві, виробництві, комерції, бізнесі та інших сферах суттєво залежить від того, на скільки особа, яка приймає рішення, використовує інформацію, що описує кількісний зв’язок між економічними показниками, що характеризують економічні явища і процеси.

Саме задачу вивчення кількісних сторін масових явищ і процесів в економіці у нерозривному зв’язку з їх якісною стороною вирішує економетрія (економетрика). 

Термін економетрія (економетрика) у буквальному перекладі означає вимірювання економіки, вимірювання в економіці. 

(Означення 1.  Економетрія – це наукова дисципліна, яка вивчає кількісні закономірності та взаємозв’язки економічних об’єктів і процесів за допомогою математико-статистичних методів та моделей.

Предметом економетрії є методи оцінювання параметрів економіко-математичних моделей, які описують кількісні взаємозв’язки між економічними показниками, а також основні напрямки застосування цих моделей в економічних дослідженнях.

Економіко-математичні моделі, які використовуються в економетрії називаються економетричними моделями, а математичні методи їх побудови – відповідно економетричними методами. 


Виходячи з предмету економетрії основними завданнями цієї дисципліни є:

1) вивчення і розробка математичних методів побудови економетричних моделей;

2) використання економетричних моделей в економічних дослідженнях.

Об’єктами економетрії є різноманітні економічні явища і процеси, як на мікро- так і на макрорівнях, такі як: попит і пропозиція, виробництво, споживання ,зайнятість і т.п.

2.  Місце і значення дисципліни, її зв’язок з іншими дисциплінами

Економетрія посідає одне з чільних місць серед дисциплін, які є основою сучасної економічної науки. Вона є однією з основних дисциплін фундаментальної підготовки бакалаврів з економічних спеціальностей і за загальною, компетентною думкою разом з такими дисциплінами як мікроекономіка і макроекономіка створює теоретичний базис для аналітичних досліджень в економіці. Таке місце економетрії визначається тією роллю, яку вона відіграє у сучасних економічних дослідженнях. За допомогою економетричних методів вирішуються наступні важливі питання :

1) підтвердження або відхилення економічних гіпотез і законів ;

2) емпіричний вивід економічних законів ;

3) прогнозування різноманітних економічних показників ;

4) економіко-математичний аналіз явища або процесу, що досліджується .

Економетрія як наукова дисципліна утворилася на основі економічної теорії, математичної економіки, економічної і математичної статистики. Таким чином, економетрія використовує основні базові поняття, термінологію і методи зазначених дисциплін. Але вона не є механічним поєднанням зазначених дисциплін, а є окремою, оскільки відрізняється від своїх складових.

Так, економічна теорія (мікроекономіка і макроекономіка) при вивченні економічних явищ і процесів робить наголос на якісних аспектах цих явищ, пропонуючи якісні твердження і гіпотези. Економетрія, навпаки забезпечує кількісну сторону економічної теорії.

Математична економіка будує та аналізує математичні моделі економічних явищ і процесів без використання реальних чисельних значень економічних змінних, які входять до цих моделей. Економетрія ж навпаки при побудові економетричних моделей спирається на реальні статистичні дані.  

Однією з основних задач економічної статистики є збір, обробка і представлення економічних даних у спеціальній формі – у вигляді таблиць, графіків, діаграм тощо. Економетрія також користується цим інструментарієм, але йде далі, застосовуючи отримані статистичні дані для аналізу економічних взаємозв’язків і прогнозування.

Внаслідок того, що взаємозв’язки між економічними показниками носять стохастичний характер в економетрії широко застосовуються методи математичної статистики. Однак в силу специфіки отримання статистичних даних в економіці економетрія розробляє і використовує спеціальні методи і прийоми, які у математичній статистиці не зустрічаються.

Крім зазначених дисциплін економетрія також широко застосовує методи вищої математики і сучасні комп’ютерні технології.  Оскільки економетричні дослідження пов’язані, як правило, з великим обсягом обчислень, вони потребують відповідної комп’ютерної підтримки. На даний час розроблено і використовується достатня кількість  як спеціалізованих програмних продуктів, таких як STATISTICA, SPSS, STATA,  StatGraphics, Econometric Views і т.і., так і універсальні програмні продукти, які мають достатньо потужні можливості для проведення економетричного аналізу - MS Excel, MathCAD, Mathematica та інші.

3.  Виникнення, розвиток і становлення економетрії

Термін “Економетрія” вперше запропонував львівський вчений П. Чомпа, який опублікував у Львові у 1910 році книгу “Нариси економетрії і природної теорії бухгалтерії, яка ґрунтується на політичній економії”.

Як самостійна економіко-математична дисципліна і галузь науки економетрія сформувалась у 20-30х роках 20-го століття завдяки працям Г. Мура і Г. Шульца. До цього вже були спроби математичної формалізації економіко-статистичних даних у працях піонера економетрії В. Парето (рівняння гіперболи для опису розподілу прибутків населення у 1892р, працях Р. Хукера і А. Чупрова з кореляційного аналізу економічних процесів).

У перших працях Г. Мура і Г. Шульца в рамках економетрії розроблялися моделі попиту і пропозиції, які представляли собою окремі рівняння класичної лінійної регресії з параметрами, які оцінювалися за методом найменших квадратів.

У 1928р. з’явилася стаття американського математика Д. Кобба та економіста П. Дугласа “Теорія виробництва”, яка поклала початок теорії виробничих  функцій – економетричних моделей, які описували залежність обсягів продукції від затрат праці і основного капіталу, які у подальшому були розвинуті та узагальнені у працях Р. Солоу.

Остаточно економетрія, як галузь науки, під такою назвою стала відома у 1930 році, коли було засновано “Економетричне товариство”, яке визнало себе як “Міжнародне товариство для розвитку економічної теорії і її зв’язку зі статистикою та математикою”. Засновниками економетрії вважаються Р. Фріш (Норвегія), Е. Шумпетер (Швейцарія), Я. Тінберген (Нідерланди).

Після застосування “Економетричного товариства”, починаючи з 30-х років 20-го століття відомими економістами Я. Тінбергеном  (Нідерланди),  Л. Клейном (США) та Р. Стоуном (США), почали розроблятися макроекономічні моделі, які описували статистичні зв’язки виробництва, кінцевого індивідуального і державного попиту, цін, податків, зовнішньої торгівлі, пропозиції робочої сили і т.і. Такі моделі складалися вже з багатьох рівнянь, що дали поштовх для розробки нових методів оцінювання параметрів економетричних моделей. Цей напрямок було продовжено і після 2-ї світової війни.

Особливі досягнення пов’язані з розвитком економетрії в останні 30 років. Про це свідчить той факт, що серед лауреатів Нобелівської премії у галузі економіки достатньо велика кількість економістів, які відзначились значним внеском в економетрію. Серед цих лауреатів :

· проф. Рагнар Фріш – 1969 (Норвегія) ;

· проф. Ян Тінберген – 1969 (Нідерланди) ;

· проф. Теллінг До Купманс – 1975 (США) ;

· проф. Лоуренс Р. Клейн – 1980 (США) ;

· проф. Трігве Хаавелмо –1989 (Норвегія) .

У 2000 році Дж. Хекман і Д. Макфеден отримали Нобелівську премію за розробку мікро економетрії та методів статистичного аналізу. 

До типових проблем сьогоденяшньої економетрії відносять розробку і дослідження властивостей:

· виробничих функцій;

· функцій попиту різних груп споживачів та цільових функцій переваги споживачів;

· статичних і динамічних міжгалузевих моделей виробництва, розподілу та споживання продукції;

· моделей загальної рівноваги (наприклад між попитом на робочу силу та її пропозицією і т.і. ).

ВИСНОВКИ

1. Для розв’язання проблем сучасної економіки використовується досить широкий арсенал різноманітних методів і підходів. Серед цих методів і підходів широке розповсюдження отримало математичне моделювання і кількісний (чисельний) аналіз економічних явищ і процесів.
2. Причиною такої уваги до методів кількісного аналізу є той незаперечний факт, що процес прийняття науково обґрунтованого рішення в економіці завжди пов’язаний з визначенням кількісних співвідношень і зв’язків між економічними показниками і з вмінням оперувати цими показниками.

3. Саме необхідність визначенням кількісних співвідношень і зв’язків між економічними показниками стало причиною виникнення економетрії.

4. Економетрія – це наукова дисципліна, яка вивчає кількісні закономірності та взаємозв’язки економічних об’єктів і процесів за допомогою математико-статистичних методів та моделей. Предметом економетрії є методи оцінювання параметрів економіко-математичних моделей, які описують кількісні взаємозв’язки між економічними показниками, а також основні напрямки застосування цих моделей в економічних дослідженнях.

5. Економіко-математичні моделі, які використовуються в економетрії називаються економетричними моделями, а математичні методи їх побудови – відповідно економетричними методами. 

6. Виходячи з предмету економетрії основними завданнями цієї дисципліни є:

1) вивчення і розробка математичних методів побудови економетричних моделей;

2) використання економетричних моделей в економічних дослідженнях.

7. Об’єктами економетрії є різноманітні економічні явища і процеси, як на мікро- так і на макрорівнях, такі як: попит і пропозиція, виробництво, споживання ,зайнятість і т.п.

8. Економетрія посідає одне з чільних місць серед дисциплін, які є основою сучасної економічної науки. Вона є однією з основних дисциплін фундаментальної підготовки бакалаврів з економічних спеціальностей і разом з такими дисциплінами як мікроекономіка і макроекономіка створює теоретичний базис для аналітичних досліджень в економіці. 
9. За допомогою економетричних методів вирішуються наступні важливі питання :

1) підтвердження або відхилення економічних гіпотез і законів ;

2) емпіричний вивід економічних законів ;

3) прогнозування різноманітних економічних показників ;

4) економіко-математичний аналіз явища або процесу, що досліджується.

10. Економетрія як наукова дисципліна виникла на основі економічної теорії, математичної економіки, економічної і математичної статистики. Таким чином, економетрія використовує основні базові поняття, термінологію і методи зазначених дисциплін. Але вона не є механічним поєднанням зазначених дисциплін, а є окремою, оскільки відрізняється від свої складових.

11. Оскільки економетричні дослідження пов’язані, як правило, з великим обсягом обчислень, економетрія широко застосовує сучасні комп’ютерні  технології і відповідне програмне забезпечення.

12. Економетрія – достатньо молода наука. Як галузь науки і економіко-математична дисципліна під такою назвою, вона стала відома у 1930 році. Особливі досягнення пов’язані з розвитком економетрії в останні 30 років. Про це свідчить той факт, що серед лауреатів Нобелівської премії у галузі економіки достатньо велика кількість економістів, які відзначились значним внеском в економетрію.

13. Типовими проблемами сьогоднішньої економетрії є розробка і дослідження властивостей:

1) виробничих функцій;

2) функцій попиту різних груп споживачів та цільових функцій переваги споживачів;

3) статичних і динамічних міжгалузевих моделей виробництва, розподілу та споживання продукції;

4) моделей загальної рівноваги (наприклад між попитом на робочу силу та її пропозицією і т.і. ). 

Тема 2.      Основні поняття і загальні засади         економетричного моделювання.

План теми
1. Математичне моделювання в економіці.

2. Класифікація економіко-математичних моделей.

3. Кореляційно – регресійний аналіз в економіці.

4. Економетричні моделі ,їх особливості і елементи. 

5. Етапи і задачі економетричного дослідження.

1.  МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ В ЕКОНОМІЦІ

Сучасні методи дослідження і управління економічними системами та процесами базуються на широкому використанні математичних методів, математичних моделей і комп'ютерних технологій. 
В сучасній економіці сформувався цілий напрямок теоретико-практичних досліджень – економіко-математичне моделювання, який  є виразом процесу математизації науково-економічних знань.

(Означення 1.  Математична модель – це опис об’єкта (явища), що досліджується, за допомогою формальної мови математики (тобто у вигляді рівнянь, нерівностей, систем рівнянь і т.і.) .

(Означення 2.  Економіко-математична модель – це математична модель економічної системи, явища, процесу

(Означення 3.  Економіко – математичним моделюванням економічних систем, явищ, процесів називається дослідження (вивчення) їх характеристик за допомогою математичних методів і економіко-математичних моделей.

В залежності від конкретного виду економіко-математичні моделі можуть мати вигляд рівнянь, нерівностей, тотожностей, систем рівнянь і т.і.

Сам процес економіко-математичного моделювання включає наступні етапи: 

1) постановка задачі ;

2) побудова математичної моделі;

3) реалізація математичної моделі (знаходження розв’язку моделі) ;

4) перевірка адекватності моделі ;

5) використання економіко-математичної моделі для економічного аналізу, прогнозу і оптимізації.

Що ж дає економіко-математичне моделювання, як метод наукового пізнання економічних явищ і процесів ? Він дає можливість :

1) виділити і формально описати найбільш важливі, суттєві зв’язки економічних змінних(показників) і об’єктів ;

2) шляхом формальних математичних перетворень виконати більш  детальний аналіз модельованого явища;

3) розробляти прогнози функціонування економічних систем при зміні її зовнішніх параметрів.

2.  Класифікація економіко-математичних моделей

Усі відомі економіко-математичні моделі класифікують за наступними ознаками.

 1. В залежності від способу опису зв’язків між параметрами і змінними моделі  розрізняють наступні економіко-математичні моделі :
· структурні , які відтворюють внутрішню організацію об’єкту ;

· функціональні, які описують поведінку об’єкта без знання його внутрішньої структури 
2.За рівнем моделювання: 

· мікромоделі ;

· макромоделі .

3.За способом побудови економіко-математичні моделі поділяються на :

· теоретичні ;

· прикладні .

Теоретичні моделі дозволяють вивчати загальні властивості економічних

систем за допомогою дедукції на основі формальних вихідних посилок і носять достатньо абстрактний і узагальнений характер . Параметри таких  моделей мають тільки загальне позначення і не мають конкретних числових значень. 
Прикладні моделі базуються на фактичному, статистичному матеріалі і дають можливість кількісно оцінити характеристики конкретного   економічного процесу і сформулювати рекомендації для  прийняття практичних рішень. 
4.В залежності від мети економіко-математичні моделі поділяються на :

· дескриптивні (описувальні) ;
· оптимізаційні .

5.В залежності від врахування фактору часу економіко-математичні моделі поділяються на :

·  статичні, в яких не враховується фактор часу;
· 
динамічні, в яких враховується фактор часу .
6.В залежності від врахування випадкових величин економіко-математичні моделі поділяються на :

· детерміновані ;

· стохастичні .

Детерміновані моделі припускають тільки жорсткі функціональні зв’язки між змінними (параметрами) моделі.

Стохастичні моделі припускають наявність випадкових впливів на показники, що досліджуються і використовують інструментарій теорії ймовірності і  математичної статистики .У таких моделях зв’язки між змінними – кореляційно-регресійні.

3.  КОРЕЛЯЦІЙНО- регресійнИЙ аналіз В ЕКОНОМІЦІ.

При визначені економетрії було зроблено наголос на тому, що вона вивчає кількісні взаємозв’язки і залежності між економічними показниками, явищами і процесами. 

Вочевидь, будь-які економічні показники, зазвичай, перебувають під впливом багатьох випадкових факторів, а тому з математичної точки зору вони повинні розглядатися як випадкові величини. Внаслідок цього  залежності між економічними показниками не є однозначними, не є функціональними.  Це означає, що кожному фіксованому значенню однієї економічної змінної (або фіксованому набору змінних) відповідає не одне єдине, а множина значень іншої змінної, тобто деякий ймовірностний розподіл. Тому в економіці спостерігаються і розглядаються так звані статистичні (або кореляційні ) залежності. 
(Означення 4.  Статистичною називається залежність, коли зі зміною однієї випадкової величини змінюється закон розподілу ймовірностей іншої. 
(Означення 5. Кореляційною називається статистична залежність, коли зі зміною однієї випадкової величини змінюється математичне сподівання (середнє значення)  іншої. 

При вивченні статистичних зв’язків і залежностей між економічними змінними можна виділити два варіанти їх вивчення. 

У першому випадку усі змінні є рівнозначними і не поділяються на залежні і незалежні. Основним у цьому випадку є питання щодо наявності і сили кореляційного взаємозв’язку між цими змінними. Відповідь на це питання дає кореляційний аналіз. Зокрема при оцінюванні сили лінійного взваємозв’язку між змінними використовується відомий коефіцієнт кореляції.

У другому випадку усі економічні показники поділяються на залежні і незалежні і вивчається кількісна залежність перших від других, тобто моделюються причино-наслідкові зв’язки між економічними показниками. Наприклад, може вивчатися вплив зростання доходу на споживання, відсоткової ставки на інвестиції і т.і. 


Основним завданням у цьому випадку є знаходження загальної закономірності, що характеризує залежність двох (або більше) кореляційно пов’язаних змінних, тобто розробка математичної моделі зв’язку цих змінних. Ця задача вирішується методами регресійного аналізу.

Розглянемо основні принципи і поняття регресійного аналізу. Нехай з певних економічних міркувань встановлено, що деякий економічний показник x є причиною зміни іншого показника y. Статистичні дані по кожному з показників інтерпретуються як деякі реалізації випадкових величин x і y.
Тоді кореляційна залежність між цими змінними або залежність у середньому  може бути представлена у вигляді наступного співвідношення : 
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 називається функцією (рівнянням) регресії y на x. Показник x називається незалежною (пояснюючою) змінною, або регресором, показник 
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- залежною (пояснюваною) змінною або регресандом.

Для випадку багатьох (більше ніж двох) показників кореляційна залежність між залежним і незалежними показниками має наступний вигляд : 
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 є незалежними (пояснюючими) змінними, або регресорами. 

(Означення 6.  Функція, яка описує залежність між незалежною змінною (або незалежними змінними) і умовним математичним сподіванням (середнім) залежної змінної називається функцією регресії (рівнянням регресії) .

(Означення 7. Регресією називається функціональна залежність між незалежною змінною (або незалежними змінними) і умовним математичним сподіванням (середнім значенням) залежної змінної.

Для випадку двох змінних  ( 1 ) регресія називається парною (або простою). Для випадку багатьох змінних ( 2 ) регресія називається множинною (або багатофакторною) . Зазначимо, що функції регресії (1), (2) можуть бути як лінійними так і не лінійними по відношенню до параметрів рівнянь і незалежних змінних. У першому випадку йдеться про лінійну регресію, у другому – про нелінійну.

Як і будь-яка функція, функція регресії має графічну форму представлення. Так для парної регресії  графічне зображення функції регресії на площині x0y представляє собою так звану криву (лінію) регресії.
(Означення 8. Лінія, яка графічно зображує залежність між незалежною змінною  
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 і умовним математичним сподіванням (середнім) залежної змінної 
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 називається кривою (лінією) регресії.

Для множинної регресії крива регресії перетворюється на поверхню (або гіперповерхню) регресії. 

Оскільки реальні значення залежної змінної 
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не завжди співпадають з її умовним математичним сподіванням, а можуть бути різними при одному і тому ж значенні пояснюючої змінної (наборі пояснюючих змінних), фактична залежність  між економічними показниками повинна складатися з функції регресії і деякого додатку 
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, який є випадковою величиною і перетворює функціональні залежності (1), (2) на статистичні (стохастичні) .

(Означення 9. Статистичні зв’язки між залежною і незалежними змінними, що описуються співвідношеннями
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називаються регресійними моделями .

Регресійна модель, представлена співвідношенням ( 3 ) називається моделлю парної лінійної регресії, а співвідношенням  ( 4 ) – відповідно моделлю багатофакторної лінійної регресії або моделлю множинної лінійної регресії.

Випадкову величину 
[image: image14.wmf]e

, яка акумулює в собі вплив різних випадкових факторів на залежну змінну регресійної моделі прийнято називати збуренням ( похибкою, відхиленням).
В залежності від статистичної бази розрізняють теоретичну і вибіркову моделі регресії.
(Означення 10. Теоретичною регресійною моделлю називається модель, яка відповідає генеральній сукупності спостережень за змінними моделі.

Теоретичній регресійній моделі відповідають теоретична функція і крива регресії 

(Означення 11. Вибірковою (емпіричною) регресійною моделлю називається регресійна модель, побудована на основі окремої статистичної вибірки з генеральної сукупності спостережень.

Теоретична функція і модель регресії (1) – (4) є ідеалізованими  конструкціями, оскільки у практиці економетричного моделювання, як правило, не доводиться мати справу з генеральною сукупністю спостережень, а тільки з деякою окремою статистичною вибіркою з неї. Тому реально, ніколи не можливо побудувати «дійсну» теоретичну регресію, а тільки вибіркову (емпіричну), яка є тільки наближенням до «дійсної» теоретичної регресії.

У загальному вигляді вибіркова функція регресії і вибіркова регресійна модель можуть бути записані у наступному вигляді:
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де 
[image: image17.wmf]y

)

- оцінка математичного сподівання  
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- випадкова складова моделі, яка є  оцінкою величини 
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 теоретичної регресійної моделі. Значення величини 
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e

, обчислені у кожному спостережені статистичної вибірки прийнято називати залишками, хоча цей термін часто застосовують для означення значень і самої величини 
[image: image22.wmf]e

.

Слід також зазначити, що і параметри вибіркової регресійної моделі є також оцінками , тобто наближеними значеннями, «дійсних» параметрів теоретичної моделі.

У зв’язку з таким співвідношенням між теоретичною і вибірковою регресійними моделями виникає принципове питання – яким чином на основі статистичної вибірки побудувати вибіркову регресійну модель, яка б «найкращим» чином апроксимувала невідому теоретичну модель з метою її подальшого застосування в аналізі і прогнозуванні модельованого процесу або явища.

На це питання також дає відповідь регресійний аналіз – розділ математичної статистики, який поєднує методи дослідження регресійної залежності між випадковими величинами на основі вибіркових статистичних даних. 

Таким чином задачами регресійного аналізу є :

· вибір виду (аналітичної форми) функції регресії;

· оцінювання (визначення) параметрів вибраного рівняння регресії на основі статистичної вибірки;

· аналіз якості регресійної моделі і перевірка адекватності моделі статистичним даним. 

(Означення 12. Сукупність методів, за допомогою яких досліджуються та узагальнюються взаємозв’язки кореляційно пов’язаних змінних, називається кореляційно-регресійним аналізом.

Кореляційно-регресійний аналіз відіграє дуже важливе значення в економетричному аналізі, оскільки саме його методи і підходи покладено в основу більшості економетричних методів.  

3.  еКОНОМЕТРИЧНІ МОДЕЛІ, ЇХ особливості І ЕЛЕМЕНТИ.
3.1.  Визначення економетричної моделі і її особливості.
( Означення 13. Економетрична модель – це окрема функція чи система функцій (рівнянь), що описує кореляційно-регресійний зв'язок  між економічними показниками, один чи декілька з яких є залежною змінною, а усі інші – незалежними.

Економетричні моделі представляють собою окремий клас економіко-математичних моделей і характеризуються наступними особливостями:

1) економетричні моделі є моделі функціональні ; 

2) економетричні моделі є моделі прикладні (емпіричні) ; 
3) економетричні моделі є моделі дескриптивні ;

4) економетричні моделі є моделі стохастичні.  

У загальному вигляді економетрична модель у вигляді однієї функції (рівняння) має наступний вигляд :
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 - залежна змінна; 
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- незалежні змінні; 
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 - випадкова (стохастична) складова моделі. Прикладом такої моделі може бути відома виробнича функція Кобба-Дугласа:
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де 
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 - випуск продукції; К – основний капітал; L – затрати праці (людський капітал); 
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 - параметри моделі.

Якщо економетрична модель представляє собою систему функцій (рівнянь) вона у загальному вигляді має наступний вигляд:
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де к – кількість рівнянь. Прикладом такої моделі може бути відома модель формування доходу Дж. М. Кейнса:
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де 
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 - сукупне споживання, 
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 - національний дохід, Іt  - інвестиції, 
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 - параметри моделі.

Незалежні змінні економетричних моделей 
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,як і  регресійних, називають пояснюючими  змінними (або факторами, інколи регресорами). Залежні змінні 
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 називають пояснюваними змінними (або регресандами). Крім цього усі змінні економетричних моделей, як і будь-якої економіко-математичної моделі,  поділяють на екзогенні і ендогенні.

Екзогенними (зовнішніми) називаються змінні, значення яких є наперед визначеними перед використанням моделі, а ендогенними (внутрішніми) – такі, значення яких визначаються тільки із самої моделі.

Так, для моделі (8) змінні K і L є екзогенними змінними, а  
[image: image38.wmf]Y

 - ендогенною. Для моделі (10) тільки змінна Іt  є екзогенною, а змінні 
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 і 
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y

 - ендогенними, при чому вони виступають одночасно як залежні так і незалежні змінні.

Випадкову складову економетричної моделі за аналогією з регресійною моделлю прийнято називати збуренням ( похибкою, відхиленням) моделі, а для вибіркової моделі при означені оцінки цієї величини в основному використовується термін залишки.
Введення до економетричної моделі стохастичної складової має наступні підстави:

1) до будь-якої економетричної моделі включаються не всі фактори, які можуть впливати на залежну змінну, а тільки основні ;

2) на залежну змінну при моделюванні таких складних об’єктів як економічні системи можуть впливати і численні випадкові фактори, які взагалі неможливо передбачити ;

3) частина факторів не піддається квантифікації (тобто кількісному вимірюванню), а для тих, що вимірюються можлива похибка вимірювання даних.

Стохастична складова моделі якраз і акумулює в собі всі відхилення фактичних спостережень залежної змінної від обчисленої згідно рівняння регресії за рахунок наведених вище обставин.

3.2.  Класифікація економетричних моделей.

Усі економетричні моделі класифікують за наступними ознаками.

1. За рівнем моделювання економетричні моделі поділяються на:
· мікромоделі ;

· макромоделі .

2. В залежності від врахування фактору часу економетричні моделі поділяються на:
· статичні ;

· динамічні .

3. В залежності від числа рівнянь економетричні моделі поділяються на:
·  у вигляді одного рівняння ; 

· у вигляді системи одночасних рівнянь (симультативні)   

4. В залежності від виду рівнянь економетричні моделі поділяються на:
·  лінійні  ; 

·  нелінійні .  

5. В залежності від відповідності положенням класичного лінійного регресійного аналізу економетричні моделі поділяються на:
·  класичні ; 

·  узагальнені .  

3.3. Інформаційна база економетричних моделей.

Інформаційною базою для побудови економетричних моделей є статистичні вибірки. Особливістю цих статистичних вибірок є те, що дуже часто в економетричних дослідженнях приходиться мати справу з малими вибірками (n <30).

За способом формування статистичні вибірки, які використовуються для побудови економетричних моделей поділяються на:

· часові (динамічні);

· просторові (варіаційні);
· перехресні (просторово - часові).
До статистичних вибірок пред’являються наступні вимоги:

· однорідність спостережень (якісна і кількісна);

· точність.

5.  Етапи і задачі економетричного дослідження.

Процес економетричного дослідження (моделювання) можна представити як послідовність деяких етапів у вигляді схеми, наведеної на рис. 1. 
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Рис. 1.  Етапи економетричного дослідження

Постановка задачі. Метою і змістом першого етапу економетричного дослідження  є глибоке і  всебічне вивчення економічного об’єкту (явища, процесу) і формування відповідної економічної гіпотези або теорії. Постановка задачі і її опис виконується у відповідних економічних термінах. Від якості постановки задачі залежить успіх подальших кроків.

На цьому етапі, як правило, також здійснюється попередній збір інформації щодо об’єкту, який  вивчається, і вирішується питання щодо форми і способу отримання статистичних даних і її кількості.   

Специфікація моделі. Основною метою і змістом цього етапу є вибір факторів і визначення аналітичної форми економетричної моделі. На цьому етапі розв’язуються наступні задачі.

1. Ідентифікація економетричної моделі - визначення всіх економічних змінних (показників), які потрібно включити до моделі. На цьому кроці широко застосовуються методи кореляційного аналізу.

2. Розподіл (розбиття) змінних моделі на незалежні (пояснюючі) і залежні (пояснювані), екзогенні та ендогенні.

3. Визначення одиниць вимірювання і присвоєння позначень усім змінним моделі.

4. Вибір аналітичної форми економетричної моделі, точніше  вибір аналітичної форми функції регресії .

Слід зазначити, що при виборі аналітичної  форми рівняння регресії ,особливо у випадку парної регресії , широко застосовується такий відомий, достатньо простий але ефективний засіб як діаграма розсіювання.  Діаграма розсіювання – представляє собою точковий графік, який зображує залежність між змінними парної регресійної (економетричної) моделі. Фактично діаграма розсіювання представляє собою графічне зображення деякої статистичної вибірки. Діаграму розсіювання у вітчизняній літературі ще називають кореляційним полем. Для кращого розуміння застосування діаграми розсіювання наведемо декілька прикладів діаграми розсіювання , які побудовані для трьох статистичних вибірок, кожна з яких містить дані спостереження за двома економічними показниками, один з яких є залежною y , а інший – незалежною змінною економетричної моделі x. Діаграма розсіювання, побудована для першої статистичної вибірки, представлена на рис. 2,а, , для другої – на рис. 2,б і для третьої – на рис. 2,в.
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Рис. 2.  Діаграма розсіювання

На графіку 2,а взаємозв’язок між x і y близький до лінійного і пряма 1 достатньо добре осереднює емпіричні точки. Тому у даному випадку у якості залежності між змінними x і y доцільно вибрати лінійну функцію , тобто функція регресії у цьому випадку буде мати вигляд 
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 . На графіку 2,б реальний взаємозв’язок між x і y , скоріш за все, описується квадратичною функцією 
[image: image44.wmf]2

2

1

0

x

x

y

b

+

b

+

b

=

)

 (лінія 2). І яку б пряму ми не провели (наприклад, лінія 1), відхилення точок спостережень від неї будуть суттєвими і невипадковими. На графіку 2,в явний взаємозв’язок між змінними x і y взагалі відсутня. Яку б форму залежності між цими змінними економетричної моделі ми не вибрали б, результати її специфікації і параметризації будуть невдалими.

Етап специфікації є найбільш відповідальним етапом усього процесу економетричного аналізу, потребує великого досвіду і глибоких знань економічної теорії. На цьому етапі можуть бути допущені наступні помилки специфікації:
1) не включення (ігнорування) до моделі істотної пояснюючої   змінної ;

2) введення до моделі неістотної незалежної змінної ;

3) використання не відповідних математичних залежностей.

Формування статистичних даних.   Метою і змістом цього етапу є остаточне формування на базі попередніх статистичних даних статистичної вибірки у відповідності до обраної специфікації моделі.

Параметризація моделі. Метою і змістом цього етапу є оцінювання параметрів економетричної моделі, тобто розрахунки чисельних значень параметрів вибіркової моделі на основі статистичної вибірки і вибраної аналітичної форми моделі.

Верифікація моделі.  Метою і змістом цього етапу є перевірка якості побудованої економетричної моделі, на основі її статистичного аналізу. На даному етапі розв’язуються наступні задачі:

1) обчислення і аналіз залишків моделі, який дає можливість перевірити у побудованій моделі порушення положень класичного лінійного регресійного аналізу ;

2) визначення показників якості побудованої вибіркової моделі (коефіцієнта кореляції і детермінації, стандартних похибок рівняння регресії і параметрів моделі);

3) перевірка статистичної значимості побудованої моделі у цілому, її параметрів і коефіцієнта кореляції ;

4) побудова інтервалів довіри для параметрів моделі ;

5) перевірка (оцінювання) прогнозних якостей моделі .

У випадку, якщо побудована економетрична модель є адекватною і статистично значимою можна переходити до наступного етапу – етапу використання моделі. У протилежному випадку необхідно:

· або використати новий метод оцінювання параметрів моделі – етап 4;

· або знову повернутися на 2-й етап – етап специфікації моделі і виконати специфікацію моделі по-новому..

Використання моделі.  Економетричні моделі можуть використовуватися для розв’язання наступних питань економічного аналізу:

1) побудова статистично достовірних і економічно обґрунтованих прогнозів розвитку економічних показників для прийняття найбільш ефективних рішень ;

2) кількісне визначення основних показників досліджуємого економічного процесу ;

3) для постановки і розв’язання оптимізаційних задач планування і управління.     

ВИСНОВКИ

1. Сучасні методи дослідження і управління економічними системами та процесами базуються на широкому використанні математичних методів, математичних моделей і комп'ютерних технологій. В економіці сформувався цілий напрямок теоретико-практичних досліджень – економіко-математичне моделювання, який  є виразом процесу математизації науково-економічних знань.

2. Економіко – математичним моделюванням представляє собою процес дослідження (вивчення) характеристик економічних систем, явищ і процесів за допомогою математичних методів і економіко-математичних моделей. Економіко-математична модель – це математична модель економічної системи, явища, процесу, яка представляє собою формалізований (на мові математики) опис будь-якого економічного об’єкту.

3. Економіко-математичне моделювання, як метод наукового пізнання економічних явищ і процесів дає можливість :

1) виділити і формально описати найбільш важливі, суттєві зв’язки економічних змінних(показників) і об’єктів ;

2) шляхом формальних математичних перетворень виконати більш  детальний аналіз модельованого явища;

3) розробляти прогнози функціонування економічних систем при зміні її зовнішніх параметрів.

4. Економетрія вивчає кількісні взаємозв’язки і залежності між економічними показниками, явищами і процесами. При вивчені і описі таких взаємозв’язків і залежностей економічні показники повинні розглядатися як випадкові величини, що пов’язано з впливом на останні різноманітних випадкових факторів. Внаслідок цього  залежності між економічними показниками не є однозначними, не є функціональними. Це означає, що кожному фіксованому значенню однієї економічної змінної (або фіксованому набору змінних) відповідає не одне єдине, а множина значень іншої змінної, тобто деякий імовірнісний розподіл. Тому в економіці спостерігаються і розглядаються так звані статистичні (або кореляційні ) залежності. 

5. Кореляційна залежність між економічними показниками (змінними) ( або залежність у середньому)  описується за допомогою функції (рівняння)  регресії.  Функція регресії описує залежність між незалежною змінною (або незалежними змінними) і умовним математичним сподіванням (середнім) залежної змінної. У якості змінних такої функції виступають економічні показники. Регресією прийнято називати функціональну залежність між незалежною змінною (або незалежними змінними) і умовним математичним сподіванням (середнім значенням) залежної змінної. 

6. В залежності від числа змінних розрізняють парну і багатофакторну (множинну) регресію, а в залежності від виду функції регресії – лінійну та нелінійну регресію.

7. Функція регресії має графічну форму представлення. Так для парної регресії  графічне зображення функції регресії на площині x0y представляє собою так звану криву (лінію) регресії. Для множинної регресії крива регресії перетворюється на поверхню (або гіперповерхню) регресії. 

8. Фактична, статистична залежність між економічними показниками подається як модель регресії (або регресійна модель). Модель регресії – це математична модель, яка описує статистичну залежність деякого економічного показника (змінної) від інших. Іншими словами   модель регресії – це математична модель, яка описує кореляційно-регресійні  зв’язки між економічними показниками, один з яких розглядається як залежна змінна, а усі інші – як незалежні.
9. В залежності від числа змінних розрізняють модель парної і багатофакторної (множинної) регресії, а в залежності від виду функції регресії – лінійну та нелінійну моделі регресії.

10. В залежності від статистичної бази розрізняють теоретичну і вибіркову (емпіричну) моделі регресії. Теоретична модель відповідає генеральній сукупності спостережень за змінними моделі, а вибіркова – побудована на основі окремої статистичної вибірки з генеральної сукупності спостережень.

11. Теоретична модель регресії є ідеалізованою  конструкцією, оскільки у практиці економетричного моделювання, як правило, не доводиться мати справу з генеральною сукупністю спостережень, а тільки з деякою окремою статистичною вибіркою з неї. Тому реально, ніколи не можливо побудувати «дійсну» теоретичну регресію, а тільки вибіркову (емпіричну), яка є тільки наближенням (оцінкою) «дійсної» теоретичної регресії.

12.  Питаннями побудови якісних і статистично надійних регресійних моделей займається кореляційно-регресійний аналіз, який представляє собою сукупність методів, за допомогою яких на основі вибіркових статистичних даних. досліджуються та узагальнюються взаємозв’язки кореляційно пов’язаних змінних.

13. Кореляційно-регресійний аналіз відіграє дуже важливе значення в економетричному аналізі, оскільки саме його методи і підходи покладено в основу більшості економетричних методів. Основними задачами такого  аналізу є :

· визначення наявності і сили кореляційного взаємозв’язку між економічними показниками ;

· вибір виду (аналітичної форми) функції регресії;

· оцінювання (визначення) параметрів вибраного рівняння регресії на основі статистичної вибірки;

· аналіз якості регресійної моделі і перевірка адекватності моделі статистичним даним. 

14. Економетрична модель – це окрема функція чи система функцій (рівнянь), що описує кореляційно-регресійний зв'язок  між економічними показниками, один чи декілька з яких є залежною змінною, а усі інші – незалежними. Таким чином за математичним змістом економетричні моделі є моделі регресійні і представляють собою окремий клас економіко- математичних моделей.

15. Інформаційною базою для побудови економетричних моделей є статистичні вибірки. Особливістю цих статистичних вибірок є те, що дуже часто в економетричних дослідженнях приходиться мати справу з малими вибірками (n <30).

16. Процес економетричного дослідження (моделювання) можна представити як послідовність наступних етапів :

1) постановка задачі ;

2) специфікація моделі ;

3) формування статистичних даних ;

4) параметризація моделі ;

5) верифікація моделі ;

6) використання моделі .

Тема 3.   Загальна лінійна економетрична модель

План теми

1. Загальні поняття і визначення.

2. Оцінювання параметрів моделі. 

3. Верифікація моделі .

4. Прогнозування і економіко-математичний аналіз .

5. Методи побудови загальної лінійної економетричної моделі.

1.  ЗАГАЛЬНІ Поняття І ВИЗНАЧЕННЯ
(Означення 1. Загальна лінійна економетрична модель  - це регресійна модель, яка встановлює лінійну залежність між економічними показниками, один з яких є залежною (пояснюваною) змінною, а всі інші – незалежними (пояснюючими) змінними моделі.
Залежна змінна для такої моделі розглядається,  як ендогенна змінна, а незалежні змінні – як екзогенні. 

Теоретична (“канонічна”) загальна лінійна економетрична модель може бути специфікована у наступній формі :
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де: y – залежна (пояснювана) змінна моделі, x1, x2, … , xm – незалежні (пояснюючі) змінні моделі або фактори, β0, β1, …. , βm – параметри моделі, ε – стохастична складова моделі, m – кількість пояснюючих змінних моделі. Зазначимо, що параметри β1, β2 , … , βm ще прийнято називати коефіцієнтами регресії,

Теоретична модель ( 1 ) є гіпотетичною конструкцією і дійсна , як це відмічалося у попередній темі, для всієї генеральної сукупності спостережень за змінними моделі. Невідомі параметри 
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 цієї моделі є константами, а випадкова величина ε – взагалі неспостережувана і ми можемо зробити тільки припущення щодо закону її розподілу.

Вибіркова (емпірична) загальна лінійна економетрична модель має наступний вигляд :
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де: y – залежна (пояснювана) змінна моделі, x1, x2, … , xm – незалежні (пояснюючі) змінні моделі (фактори), b0, b1, bm – параметри вибіркової моделі, e – залишки моделі.

Вибіркова модель ( 2 ) є реальною конструкцією і будується на основі певної статистичної вибірки з генеральної сукупності. На відміну від моделі (1) параметри вибіркової моделі b0, b1, … , bm є оцінками (наближеними значеннями) параметрів β0, β1, βm і випадковими величинами, а залишки e можна оцінити (розрахувати) на основі статистичних даних. Таким чином, вибіркова модель завжди є тільки оцінкою (вдалою або невдалою) реальної але невідомої теоретичної моделі.

Вибіркова (емпірична) функція регресії для загальної лінійної економетричної моделі має наступний вигляд :
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де: 
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 – оцінка математичного сподівання залежної (пояснюваної) змінної моделі, x1, x2, … , xm – незалежні (пояснюючі) змінні моделі (фактори), b0, b1, bm – параметри вибіркової регресії.

Для побудови і аналізу загальної лінійної економетричної моделі широко застосовується апарат матричної алгебри. Тому для подальших викладок подамо загальну лінійну економетричну модель у матричній формі. Оскільки теоретична модель використовується для канонічного подання деякого економічного явища або процесу , а реально ми оперуємо у процесі дослідження цього явища (процесу) тільки вибірковою моделлю, саме вибіркову модель подамо у матричному вигляді :



[image: image50.wmf]e

XB

Y

+

=

,
( 4 )
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 – вектор спостережень за залежною змінною моделі ;
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-матриця спостережень за пояснюючими змінними моделі, яку ще називають регресійною матрицею ;

 
[image: image53.wmf]1

k

B

dim

,

b

b

b

b

B

m

2

1

0

´

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

L

 - вектор оцінок параметрів моделі (вектор параметрів вибіркової моделі) ;
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 - вектор залишків моделі. 

Для всіх наведених вище форм представлення загальної лінійної моделі прийняті наступні загальні позначення, які будуть у подальшому постійно використовуватися :

n – розмір статистичної вибірки (кількість спостережень в статистичній вибірці);


m – число незалежних (пояснюючих) змінних моделі ;


k = m + 1 – число параметрів моделі.

Найпростішою серед   лінійних  економетричних моделей є модель парної лінійної регресії (або проста лінійна модель), яка описує зв’язок всього між двом економічними змінними - показниками.

(Означення 2. Економетричною моделлю парної лінійної регресії (простою лінійною моделю) називається  регресійна модель, яка описує лінійний зв’язок між двома економічними показниками, один з яких є залежною (пояснюваною), а другий – незалежною (пояснюючою) змінною.
Виходячи з вище розглянутих позначень для простої лінійної регресії маємо :

· теоретична (“канонічна”) модель парної лінійної регресії
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· вибіркова (емпірична) модель парної лінійної регресії
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· вибіркова функція парної лінійної регресії
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Рівняння ( 7 ) представляє собою параметричне рівняння прямої, тому на площині x0y вибірковій функції парної лінійної регресії відповідає вибіркова (емпірична ) пряма регресії. Графічно вибіркова функція регресії і пряма регресії для деякої вибірки представлені на рис. 1. 
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Рис. 1.  Парна лінійна регресія

Параметри моделі парної лінійної регресії мають спеціальну назву. Параметр b0 називається перетином, а b1 – нахилом. Математична інтерпретація цих параметрів зрозуміла з наведеного рисунку 

2. Оцінювання параметрів моделі
2.1. Передумови застосування методу найменших квадратів
Для оцінювання параметрів вибіркової моделі використовуються різні методи, такі як: метод моментів, метод найменших квадратів,  метод максимальної правдоподібності та інші. До найбільш простих і розповсюджених методів відноситься широко відомий метод найменших квадратів, який становить основу регресійного аналізу. В принципі цей метод може застосовуватися для оцінювання параметрів будь-яких лінійних економетричних моделей. Але результат застосування цього методу залежить від того, чи задовольняє економетрична модель усім припущенням класичного лінійного регресійного аналізу, чи ні. Якщо модель задовольняє усім припущенням класичного лінійного регресійного аналізу, то вона є по суті багатофакторною (або однофакторною) класичною регресійною моделлю. У цьому випадку для оцінювання її параметрів може коректно застосовуватися однокрокова процедура методу найменших квадратів (1МНК) і отримані при цьому оцінки параметрів моделі будуть найкращими серед усіх можливих. Якщо ж для моделі порушується хоча б одне з положень класичної лінійної регресії така модель називається узагальненою моделлю і для оцінювання її параметрів застосовуються інші більш ефективні методи.

До основних припущень класичного лінійного регресійного аналізу належать наступні припущення .

(Припущення 1. Математичне сподівання стохастичної складової моделі дорівнює нулю для всіх спостережень:
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(Припущення 2. Гомоскедастичність.

Це означає, що дисперсія стохастичної складової у всіх спостереженнях повинна бути однаковою 
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(Припущення 3.   Відсутність автокореляції залишків.

Це означає, що значення 
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 вектора стохастичної складової моделі повинні бути незалежні між собою 
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(Припущення 4.   Незалежні (пояснюючи)  змінні не пов’язані із стохастичною складовою моделі :
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(Припущення 5.   Матриця спостережень Х не є стохастичною.

(Припущення 6.  Відсутність мультиколіарності .
 Незалежні змінні моделі не повинні бути мультиколінеарними, тобто між ними не повинно існувати лінійного функціонального або  тісного кореляційного зв’язку. Слід зазначити, що дане припущення має місце тільки для багатофакторної регресії.

(Припущення 7.   Випадкова величина 
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 має нормальний закон розподілу з математичним сподіванням О і сталою дисперсією: 
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Перше припущення стверджує що,  невраховані у моделі і тому віднесені до стохастичної складової ε фактори не впливають систематично на математичне сподівання  залежної змінної y.У протилежному ж випадку існує систематичний вплив на залежну змінну і до моделі не введено всі основні пояснюючі змінні.

Друге і третє припущення передбачають відсутність автокореляції залишків (залежність між залишками у вибірці) і гомоскедастичність моделі (сталість дисперсії залишків). Відсутність автокореляцій залишків дає можливість вивчати тільки систематичний вплив незалежних змінних на залежну. Сталість дисперсії залишків (гомоскедастичність) дає підстави вважати всі значення залежної змінної yі, які відносяться до різних спостережень однаково важливими при оцінюванні параметрів моделі.

П’яте припущення означає, що пояснюючі змінні моделі утворюють лінійно незалежну систему векторів, внаслідок чого матриця спостережень за незалежними змінними моделі має повний ранг і 
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2.2.  Процедура оцінювання параметрів моделі 1МНК
В основу методу найменших квадратів покладено критерій, згідно якого, „найкращою” серед усіх можливих вважається функція регресії з такими параметрами, для якої сума квадратів залишків є  мінімальною. У математичному вигляді цей критерій має наступний вигляд :



[image: image66.wmf]å

=

®

n

1

i

2

i

min

e

.
( 13 ) 

Використовуючи цей критерій і визначаються параметри вибіркової лінійної моделі.

Подамо рівняння ( 4 ) у вигляді : 
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Для мінімізації суми квадратів залишків візьмемо похідну від виразу (14) за вектором оцінок параметрів В і прирівняємо похідні до нуля :
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З виразу (15) маємо :
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Вираз (16) представляє собою матричну форму запису так званої системи нормальних рівнянь. Розв’язавши її відносно вектора оцінок В отримаємо оцінку параметрів моделі. З цією метою помножимо обидві частини виразу (16) на обернену матрицю 
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, де E – одинична матриця остаточно отримуємо :
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Таким чином, сформувавши на основі статистичної вибірки вектор спостережень за залежною змінною моделі Y і матрицю спостережень за незалежними змінними моделі X, за формулою (17) можна обчислити вектор оцінок параметрів моделі B. 

Для зручності використання виразу (17) розпишемо у розгорнутій формі матриці  
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Підсумовуючи усе вище сказане можна рекомендувати наступну послідовність кроків оцінювання параметрів загальної лінійної економетричної моделі на основі деякої статистичної вибірки:

1) формування вектору спостережень за залежною змінною моделі Y ;

2) формування матриці спостережень за незалежними змінними моделі X ;

3) формування матриці 
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на основі залежності (18) ;

4) формування матриці 
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на основі залежності (19) ;
5) визначення оберненої матриця  
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 ;
6) визначення вектору оцінок параметрів моделі В як добутку матриць 
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згідно виразу (17). 


( Зауваження 1. У випадку парної лінійної регресії оператор оцінювання (16) значно спрощується і оцінки параметрів β0 і β1 можна визначити за наступними простими формулами:
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де : 
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Слід зазначити, що рівняння регресії, параметри якого оцінені методом найменших квадратів, має декілька корисних властивостей, які використовуються у практичних дослідженнях .

1. Пряма регресії (поверхня або гіперповерхня регресії) проходить через середню точку з координатами 
[image: image91.wmf]m
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2. Середнє значення оцінки залежної змінної дорівнює фактичному середньому значенню, тобто 
[image: image92.wmf]y
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3. Сума залишків моделі дорівнює нулю, тобто 
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Так наприклад, третя властивість широко використовується для контролю за тим, чи правильно обчислені параметри моделі і її залишки.

2.3. Властивості оцінок параметрів моделі, отриманих 1МНК

Теорема  Гауса – Маркова показує, що якщо виконуються усі основні припущення класичного лінійного регресійного аналізу, розглянуті вище, то оцінки параметрів моделі, отримані 1МНК є BLUE – оцінками, тобто найкращими незміщеними лінійними оцінками (best linear unbiased estimators) і мають наступні властивості.
1. Вони є незміщеними оцінками, тобто оцінками, які задовольняють умові 
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Незміщеність оцінки означає, що при багаторазовому повторені випадкової вибірки попри те, що для окремих вибірок, можливо будуть помилки оцінювання, середнє значення цих помилок дорівнює нулю. 

2. Вони є ефективними, тобто ці оцінки мають найменшу дисперсію серед усіх незміщених оцінок, отриманих іншими методами. 

3. Вони є обгрунтованими оцінками, тобто оцінками, які при довільному 
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Обгрунтованість оцінок означає, що чим більше вибірка, тим більше ймовірність того, що помилка оцінки не перевищуватиме достатньо малої напере заданої величини 
[image: image97.wmf]d

. Іншими словами, при збільшені розміру вибірки зростає надійність обчислених оцінок.

3.  верифікація моделі

Як відмічалося у попередній темі етап верифікації економетричної моделі є достатньо об’ємним і його можна умовно поділити на дві частини :

1) визначення за даними вибірки показників якості моделі і їх інтерпретація ;

2) перевірка статистичної значимості моделі.

3.1.  Показники  якості моделі
До основних показників якості побудованої вибіркової моделі відносяться наступні показники :

· стандартна похибка рівняння регресії ;

· стандартні похибки параметрів моделі ;

· коефіцієнт кореляції ;

· коефіцієнт детермінації .

Зазначені показники використовуються :

1) для оцінювання точності вибіркової моделі, тісноти лінійного кореляційного зв’язку між змінними моделі і сили впливу пояснюючих змінних моделі на залежну ; 

2) при виконанні ряду статистичних тестів, пов’язаних з перевіркою статистичної значимості побудованої моделі ;

3) при прогнозуванні .

А). Стандартна похибка рівняння регресії
Стандартна похибка рівняння регресії 
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 визначається за наступною залежністю :
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де 
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 - незміщена оцінка дисперсії залишків, яка в свою чергу  ,визначається наступним чином :
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Сума квадратів залишків у виразі ( 25 ) обчислюється на основі попередньо обчислених залишків. Значення залишку у кожному спостережені статистичної вибірки при цьому обчислюється за наступною формулою :
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де 
[image: image103.wmf]i
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- фактичні значення залежної змінної моделі, що спостерігаються у статистичній вибірці, 
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- розрахункові значення залежної змінної моделі, що обчислені  на основі оціненого рівняння регресії за залежністю :
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Б). Стандартні похибки параметрів моделі.

Стандартні похибки параметрів моделі 
[image: image106.wmf](
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, як і у попередньому випадку обчислюються на основі попередньо обчислених оцінок дисперсії параметрів моделі, тобто :



[image: image107.wmf](

)

m

,

1

j

,

2

b

b

j

j

=

s

=

s

)

)

,
( 28 )

де 
[image: image108.wmf]2
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 - оцінка дисперсії j – го параметра моделі, яка може бути визначена на основі так званої дисперсійно – коваріаційної матриці оцінок параметрів моделі , яка має наступний вигляд і структуру :
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Як видно, на головній діагоналі цієї матриці знаходяться  необхідні дисперсії оцінок параметрів моделі, що дає можливість на основі попередньо розрахованої дисперсійно-коваріаційної матриці обчислити дисперсії оцінок параметрів 
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 ,а також їхні стандартні відхилення 
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Сама ж дисперсійно-коваріаційна матриця оцінок параметрів моделі обчислюється за наступною залежністю :
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( Зауваження 2. У випадку парної лінійної регресії оцінки дисперсії параметрів β0 і β1 можна визначити за наступними залежностями:
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В). Коефіцієнт кореляції.

Як відомо, коефіцієнт кореляції є кількісною мірою тісноти лінійного кореляційного зв’язку між змінними моделі і у загальному випадку представляє собою коефіцієнт множинної кореляції, який обчислюється за наступною залежністю :
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де: 
[image: image120.wmf]i
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– фактичні (статистичні) значення залежної змінної, 
[image: image121.wmf]i
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– розрахункові значення.



( Зауваження 3.   У випадку парної лінійної регресії щільність лінійного кореляційного зв’язку між залежною змінною у і незалежною змінною х оцінюється за допомогою відомого коефіцієнта парної кореляції  :       



[image: image122.wmf])

y

var(

)

x

var(

)

y

,

x

cov(

r

yx

=

 ,   
       ( 34 )

де 
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Г). Коефіцієнт детермінації.

Коефіцієнт детермінації використовується як критерій адекватності (відповідності) моделі статистичним даним, оскільки він є мірою  пояснювальної сили незалежних змінних і показує, яка частина варіації залежної змінної пояснюється саме варіацією (зміною) незалежних змінних, а не іншими випадковими факторами, які акумулюються у стохастичній складовій моделі. Іншими словами, коефіцієнт детермінації показує наскільки значним є вплив пояснюючих змінних моделі на залежну. Якщо цей вплив є значним, то побудована модель дійсно описує лінійну залежність між відповідними економічними показниками і ця залежність є суттєвою. Якщо ж цей вплив є незначним модель є неадекватною статистичним даним і лінійна регресійна залежність між економічними показниками у ній є достатньо сумнівною і неякісною.
( Суть коефіцієнта детермінації і його застосування у якості критерію адекватності можна пояснити на основі дисперсійного аналізу загальної лінійної моделі. Докладно дисперсійний аналіз загальної лінійної регресії і його зв'язок з коефіцієнтом детермінації наведено у [12, с.53-57, с.60-63, с.180-184], [15, с.111-112]. При вивчені цього питання також необхідно розібратися з такими елементами дисперсійного аналізу як  SST, SSR, SSE, MSR і MSE, а також з напрямками їх застосування.
Позначається коефіцієнт детермінації через R2 і обчислюється за наступною залежністю :
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Зазначимо також, що коефіцієнт детермінації може обчислюватися і за іншими формулами. Так у математичній статистиці доведено, що коефіцієнт детермінації і коефіцієнт множинної (парної) кореляції пов’язані  наступним співвідношенням  :
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Таким чином у практичних розрахунках достатньо обчислити тільки коефіцієнт кореляції, а значення коефіцієнта детермінації обчислюється на основі співвідношення ( 34 ) або ( 35 ). 

Як видно з виразів ( 33 ), ( 34 ) і ( 35 ) коефіцієнт детермінації завжди є додатною величиною і може змінювати своє значення у межах від 0 до 1, тобто 
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Чим більше значення коефіцієнта детермінації (чим ближче воно до 1) тим більш вагомим і систематичним є вплив пояснюючих змінних на залежну і тим більше підстав стверджувати, що саме зміною значень пояснюючих змінних пояснюється змінна значення залежної змінної моделі, а не іншими випадковими і неврахованими у моделі випадковими факторами. Іншими словами високе, близьке до 1 значення коефіцієнта детермінації свідчить про високий рівень адекватності оціненої моделі статистичним даним.

І навпаки, чим менше значення коефіцієнта детермінації (чим ближче воно до 0) тим менш вагомим є вплив пояснюючих змінних на залежну і тим менше підстав стверджувати, що саме зміною значень пояснюючих змінних пояснюється змінна значення залежної змінної моделі, а не іншими випадковими і неврахованими у моделі випадковими факторами. Іншими словами низьке, близьке до 0 значення коефіцієнта детермінації свідчить про низький рівень адекватності оціненої моделі статистичним даним.


У граничному випадку, коли 
[image: image131.wmf]1
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 статистична лінійна залежність між економічними показниками перетворюється на однозначну, функціональну  лінійну залежність. При цьому, для парної лінійної регресії всі точки діаграми розсіювання „лягають” на пряму регресії. При 
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 варіація значень залежної змінної взагалі не залежить від варіації значень пояснюючих змінних моделі, а пояснюється тільки впливом випадкових факторів. У цьому випадку пояснюючі змінні не мають систематичного впливу на залежну змінну моделі  і між економічними показниками відсутній лінійний кореляційно-регресійний  зв’язок – тобто побудована модель взагалі не відповідає статистичним даним і слід переглянути її специфікацію. 

Як інтерпретується значення коефіцієнта детермінації ? Нехай для деякої вибіркової моделі коефіцієнт детермінації дорівнює 
[image: image133.wmf]89
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. Це означає, у даному випадку, що зміна значення залежної змінної моделі на 89% пояснюється зміною значень пояснюючих змінних моделі , а на 11% - іншими випадковими факторами. Таким чином вплив пояснюючих змінних на залежну є достатньо суттєвим, що свідчить про високий рівень адекватності моделі статистичним даним.

3.2 . Перевірка  статистичної  значимості і інтервали довіри
Оскільки значення параметрів 
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, коефіцієнта кореляції R (ryx) і коефіцієнта детермінації R2 обчислюються за даними деякої статистичної вибірки з точки зору математичної статистики вони є вибірковими характеристиками (статистиками) відповідних характеристик генеральної сукупності. Значення цих вибіркових характеристик є оцінками значень відповідних характеристик генеральної сукупності. 

Особливостями зазначених вибіркових характеристик ,як відомо, є те, що вони є випадковими величинами ,оскільки є функціями вибірки і можуть змінювати свої значення від однієї вибірки до іншої приймаючи будь-які значення. Внаслідок цього виникає мабуть основне питання етапу верифікації, чи значення оцінок  
[image: image135.wmf]m
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, R (ryx) і R2 є результатом дії тільки випадку, чи вони відображують суттєву (значиму) інформацію і реальний зв'язок між змінними моделі.

Для відповіді на це питання необхідно перевірити зазначені вибіркові характеристики на значимість. Поки цього не зроблено ,отримані статистичні результати є лише деякою гіпотезою, яка може бути як прийнята так і відхилена. Перевірка розглянутих вибіркових характеристик на значимість виконується за відомою схемою перевірки статистичних гіпотез.  

А). Перевірка статистичної значимості моделі у цілому.

Регресійна модель, а точніше рівняння регресії, можна вважати статистично значимим („правильним”), якщо воно дійсно відображує лінійну залежність між економічними показниками у цьому рівнянні. Це можливо, якщо коефіцієнт детермінації R2 є дуже близьким до одиниці. Якщо ж він дорівнює нулю або несуттєво відрізняється від нуля залежність між змінними моделі відсутня і отримане вибіркове рівняння регресії не відтворює реальної ситуації.

Таким чином перевірка статистичної значимості моделі у цілому зводиться до перевірки статистичної значимості коефіцієнта детермінації, тобто перевірки того, чи суттєво його реальне значення відрізняється від нуля.

З цією метою висуваються наступні дві гіпотези :
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( 39 )

Перша, нульова гіпотеза стверджує ,що оцінене вибіркове рівняння регресії не пояснює зміну залежної змінної під впливом пояснюючих змінних. Друга, альтернативна гіпотеза навпаки стверджує , що варіація залежною зміною пояснюється впливом пояснюючих змінних.

Слід зазначити, що наведена вище нуль-гіпотеза є справедливою тільки у тому випадку, якщо всі коефіцієнти регресії одночасно дорівнюють нулю. Виходячи із цього пару гіпотез ( 37 ) можна подати в наступному еквівалентному вигляді :
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Якщо нуль-гіпотеза неправильна, то не всі параметри моделі незначною мірою відрізняються від нуля. Це дає підставу вважати, що відібрані фактори пояснюють варіацію залежної змінної у , тобто побудована модель адекватна фактичним статистичним даним.

Для перевірки гіпотез ( 37 ) або ( 38 ) використовується наступна F – статистика (F – критерій Фішера) :
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яка , якщо нуль-гіпотеза є вірною, має розподіл Фішера із ступенями вільності 
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. Тоді перевірка статистичної значимості моделі у цілому здійснюється наступним чином .

1. На основі значення вибіркового коефіцієнта детермінації R2 за формулою ( 39 ) обчислюється розрахункове значення критерію Фішера 
[image: image141.wmf]*

F

.

2. Задається рівень значимості α (як правило α = 0,05 або α = 0,01).

3. За статистичними таблицями F  - розподілу Фішера для прийнятого рівня значимості α і ступенів вільності 
[image: image142.wmf]m
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 визначається критичне (табличне) значення критерію Фішера 
[image: image144.wmf]кр
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.

4. Якщо виконується умова 
[image: image145.wmf]кр
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,нуль-гіпотеза відкидається на користь альтернативної, що свідчить про статистичну значимість побудованої моделі у цілому і її адекватність. У протилежному випадку нуль-гіпотеза приймається і модель вважається статистично не значимою у цілому, тобто неадекватною статистичним даним.



( Зауваження 4  Якщо  модель не є статистично значимою, необхідно припинити процес верифікації і згідно розглянутої у попередній темі схеми економетричного дослідження повернутися на етап параметризації або етап специфікації економетричної моделі.



Б). Перевірка статистичної значимості параметрів моделі . Інтервали довіри для параметрів моделі.


Якщо модель є статистично значимою у цілому, необхідно визначити за рахунок значимості яких параметрів забезпечується її загальна статистична значимість. Для цього необхідно перевірити статистичну значимість кожного параметра моделі. При цьому для кожного параметра моделі формулюються наступні статистичні гіпотези, які потрібно перевірити з деяким рівнем значимості α :

нульова гіпотеза
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альтернативна гіпотеза
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Для перевірки наведених статистичних гіпотез використовується наступна t – статистика ( критерій Ст’юдента ) :
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де bj - оцінка параметра βj теоретичної регресії, 
[image: image149.wmf]j

b

s
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 - стандартна похибка j-го параметра моделі; m - кількість оцінених параметрів моделі. Статистика ( 42 ) у разі вірності нуль – гіпотези має t – розподіл Ст’юдента  з ступенем вільності 
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. Тоді перевірка статистичної значимості кожного параметра моделі здійснюється за наступною схемою :

1. Для кожного параметру за формулою ( 42 ) розраховується  t-статистика (критерій Ст’юдента) 
[image: image151.wmf]*
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2. Вибирається рівень значимості α (як правило α = 0,05 або α = 0,01).

Для вибраного рівня значимості α і ступеня вільності 
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EMBED Equation.3[image: image153.wmf]за статистичними таблицями t-розподілу Ст’юдента знаходиться критичне значення критерію Ст’юдента 
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EMBED Equation.3[image: image155.wmf]. 

( Таке позначення 
[image: image156.wmf]кр
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 як 
[image: image157.wmf]2
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 пояснюється тим, що t-розподіл Ст’юдента є симетричним розподілом і критична область для нього складається з двох фрагментів, межі яких задаються квантилем 
[image: image158.wmf]2

a

. У самій же таблиці t-розподілу Ст’юдента критичне значення 
[image: image159.wmf]кр

t

 слід вибирати для значення α при двосторонньому тесті і для значення 
[image: image160.wmf]2
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 - для одностороннього. Оскільки розрахункові значення  значення 
[image: image161.wmf]*
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 можуть бути як додатними так і від’ємними, слід орієнтуватися на двосторонній тест на значимість. 
3. Якщо виконується умова 
[image: image162.wmf]кр
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,нуль-гіпотеза відкидається на 

 користь альтернативної, що свідчить про суттєву відмінність від нуля відповідної оцінки 
[image: image163.wmf]j

b

 і її статистичну значимість. У протилежному випадку приймається нуль-гіпотеза і оцінка   
[image: image164.wmf]j
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 вважається статистично не значимою (статистично близькою до нуля).  



( Зауваження 5.  Якщо  деякий параметр моделі  
[image: image165.wmf]j

b

 є статистично незначимим, його потрібно вилучити з рівняння регресії разом із відповідною пояснюючою змінною 
[image: image166.wmf]j
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, оскільки статистична не значимість цього параметра свідчить, що вплив відповідної пояснюючої змінної на залежну є несуттєвим і ним можна знехтувати.



Для статистично значимих параметрів моделі можна побудувати їх інтервали довіри. Інтервал довіри – це інтервал, у який з наперед заданою ймовірністю потрапляють фактичні, дійсні значення параметрів моделі – тобто параметри теоретичної регресії. Інтервали довіри параметрів моделі представляють по суті інтервальні оцінки дійсних параметрів на  відміну від точкових 
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. Ймовірність p з якою визначаються довірчі інтервали називається довірчою (або рівнем довіри) і пов’язана з рівнем значимості α наступною залежністю :
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Самі довірчі інтервали обчислюються за наступною залежністю :
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де 
[image: image170.wmf]j

b

- оцінка параметра моделі (вибірковий параметр моделі),  
[image: image171.wmf]j
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 - стандартна похибка цього параметра, 
[image: image172.wmf]2
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 - критичне значення критерію Ст’юдента для рівня значимості α і ступеня вільності 
[image: image173.wmf]k
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В). Перевірка статистичної значимості коефіцієнта кореляції.

Перевірка статистичної значимості коефіцієнта кореляції зводиться до перевірки того, чи суттєво його значення для генеральної сукупності відрізняється від нуля. При цьому формулюються і перевіряються наступні дві статистичні гіпотези :

нульова гіпотеза
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альтернативна гіпотеза

[image: image175.wmf],
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де ρ – коефіцієнт кореляції всієї генеральної сукупності (точніше його гіпотетичне значення). 

Перевірка цих гіпотез здійснюється  за допомогою критерію Ст’юдента, розрахункове значення якого у цьому випадку обчислюється за наступною залежністю :   
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де R – вибірковий коефіцієнт кореляції,   R2  - вибірковий коефіцієнт детермінації. 


Сама процедура перевірки статистичної значимості вибіркового коефіцієнта кореляції  аналогічна процедурі перевірки статистичної значимості параметрів моделі. Якщо  при цьому виконується умова 
[image: image177.wmf]кр

*

R

t

t

>

, то можна зробити  висновок ,що вибірковий коефіцієнт кореляції є статистично значимим і характеризує  дійсний, реально існуючий лінійний зв'язок  між залежною і пояснюючими змінними моделі. У протилежному випадку вибірковий коефіцієнт кореляції є статистично не значимим і зв'язок  між змінними моделі відсутній. 

4.  ПРОГНОЗУВАННЯ І ЕКОНОМІКО – МАТЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ

4.1. Прогнозування
 Якщо побудована модель є адекватною і статистично значимою, її можна застосовувати для прогнозування або передбачення значень залежної змінної моделі.

Про прогнозування кажуть, коли в часових рядах (динамічній вибірці) прогнозний період настає пізніше, ніж базовий. Якщо ж модель побудована за просторовою вибіркою , прогноз здійснюється на основі очікуваних значень пояснюючих змінних, які перебувають за межами застосованої вибірки. Про передбачення кажуть, коли в часових рядах (динамічній вибірці) прогнозний період не виходить за базовий. Якщо ж модель побудована за просторовою вибіркою , прогноз здійснюється на основі очікуваних значень пояснюючих змінних, які також не виходять за межі застосованої вибірки. Внаслідок цього прогнозні значення залежної змінної завжди є менш точними, ніж передбачувані, але вони є більш інформативними і бажаними в економічному аналізі. Якість прогнозу тим краща, чим повніше виконуються передумови моделі у прогнозний часовий період чи у прогнозному просторі, чим надійніше обчислено параметри моделі і більш точно визначено прогнозні, очікувані значення пояснюючих змінних.

Нехай відомо вектор прогнозних значень пояснюючих змінних  
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де 
[image: image179.wmf]pr
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 - прогнозні значення пояснюючих змінних. Тоді можна отримати два види прогнозу стосовно залежної змінної економетричної моделі: точковий  та інтервальний.

 Точковий  прогноз  представляє собою точкову оцінку математичного сподівання залежної змінної моделі і дає можливість обчислити наближене середнє прогнозне значення залежної змінної. Точкове прогнозне значення обчислюється на основі оціненого рівняння регресії за наступною залежністю :
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де 
[image: image181.wmf]pr
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¢

 - транспонований вектор прогнозних значень пояснюючих змінних моделі, В – вектор оцінок параметрів моделі.

Інтервальний прогноз дає можливість визначити точні (у статистичному розумінні ) прогнозні значення залежної змінної. Цей вид прогнозу представляє собою по суті інтервальну оцінку дійсних прогнозних значень залежної змінної – тобто інтервал, у який з певною заданою ймовірністю   потрапляє дійсне значення залежної змінної. В економетричних дослідженнях використовуються два види інтервального прогнозу :

· інтервальний прогноз для математичного сподівання залежної змінної ;

· інтервальний прогноз для індивідуального значення залежної змінної.

Інтервальний прогноз для математичного сподівання залежної змінної визначає інтервал, у який з наперед заданою ймовірністю попадає середнє значення залежної змінної у генеральній сукупності . Верхня і нижня межа цього прогнозного інтервалу визначається за наступною залежністю :
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Інтервальний прогноз для індивідуального значення залежної змінної визначає інтервал, у який з наперед заданою ймовірністю попадає індивідуальне (окреме) значення залежної змінної у генеральній сукупності . Верхня і нижня межа цього прогнозного інтервалу визначається за наступною залежністю :
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У виразах ( 50 ) і ( 51 ) : 
[image: image184.wmf]pr
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- точкове прогнозне значення, 
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  - стандартна похибка рівняння регресії , 
[image: image186.wmf]2
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 - критичне (табличне) значення критерію Ст’юдента для рівня значимості α і ступеня вільності 
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, яке приймається таким же ,як і при перевірці статистичної значимості параметрів моделі і побудові їх інтервалів довіри.



( Зауваження 6.  Ймовірність p з якою будуються інтервальні прогнози для залежної змінної називається , як і при побудові інтервалів довіри для параметрів моделі, довірчою (або рівнем довіри) і пов’язана з рівнем значимості α відомою залежністю          ( 43 ).
( Зауваження 7.   У випадку парної лінійної регресії прогнозні значення залежної змінною можуть бути обчислені за більш простими залежностями :
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4.2. Економіко-математичний аналіз
А. Показники середньої ефективності впливу пояснюючих змінних на залежну змінну

Середня ефективність впливу деякої пояснюючої змінної 
[image: image191.wmf]j

x

 на залежну змінну y визначається за наступною залежністю :
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де 
[image: image193.wmf]y

)

 - середнє значення залежної змінної, обчислене для масиву розрахункових значень залежної змінної, 
[image: image194.wmf]j

x

 - середнє значення j – ї пояснюючої змінної. Цей показник показує на скільки у середньому змінить своє значення залежна змінна моделі, якщо деяка пояснююча змінна 
[image: image195.wmf]j

x

 змінить своє значення на одиницю при умові, що інші пояснюючі змінні моделі будуть незмінними. За економічним змістом показники середньої ефективності впливу можуть розглядатися як середня продуктивність праці, середня продуктивність основного капіталу і т.і.

Б. Показники граничної ефективності впливу пояснюючих змінних на залежну змінну
Гранична ефективність впливу деякої пояснюючої змінної 
[image: image196.wmf]j

x

 на залежну змінну y визначається за наступною залежністю :
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де 
[image: image198.wmf]j

b

 - параметр вибіркового рівняння регресії при пояснюючій змінній 
[image: image199.wmf]j

x

 . Цей показник показує на скільки змінить своє значення залежна змінна моделі, якщо деяка пояснююча змінна 
[image: image200.wmf]j

x

 змінить своє значення на одиницю при умові, що інші пояснюючі змінні моделі будуть незмінними.


Як видно з виразу ( 53 ) гранична ефективність впливу деякої пояснюючої змінної 
[image: image201.wmf]j

x

 на залежну змінну y визначається значенням відповідного коефіцієнта регресії 
[image: image202.wmf]j

b

, що дає можливість надавати кожному з цих коефіцієнтів відповідного економічного змісту. Так наприклад, за економічним змістом параметри лінійного рівняння регресії можуть представляти собою граничну схильність до споживання (MPC), граничну продуктивність праці (MPL) або основного капіталу (MPK) і т.і.

В. Показники відносного впливу пояснюючих змінних на залежну змінну

Параметри вибіркового рівняння регресії характеризують абсолютний влив кожної пояснюючої змінної на залежну. Крім цього на основі загальної лінійної економетричної моделі можна оцінити відносний вплив кожної з пояснюючих змінних на залежну. Такий вплив характеризує частковий середній коефіцієнт еластичності, який визначається для будь-якої пояснюючої змінної  за наступною залежністю :
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Як відомо цей коефіцієнт характеризує еластичність поведінки залежної змінної моделі при змінні значення змінної 
[image: image204.wmf]j
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 і показує на скільки відсотків у середньому змінить своє значення залежна змінна (залежний економічний показник) при зміні значення змінної 
[image: image205.wmf]j

x

 на 1% при незмінних значеннях інших пояснюючих змінних моделі.


Крім часткових коефіцієнтів еластичності також можна визначити і загальний коефіцієнт еластичності. Він показує на скільки відсотків у середньому змінить своє значення залежна змінна (залежний економічний показник) при одночасній зміні значень усіх пояснюючих змінних моделі на 1%. Загальний коефіцієнт еластичності обчислюється за наступною залежністю :
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Г. Показники сили впливу пояснюючих змінних на залежну змінну

При дослідження економічних явищ і процесів дуже часто виникає питання – які з пояснюючих змінних впливають більше на залежну змінну ,а які менше. Це дає можливість визначити вагомі і ефективні важелі впливу на залежний економічний показних у необхідному напрямку. 

Який показник потрібно використати у цьому випадку ? Можливо параметри моделі, які як зазначалося вище, дозволяють оцінити абсолютний вплив кожної пояснюючої змінної на залежну. Але оскільки пояснюючі змінні моделі можуть бути виражені у різних одиницях вимірювання, то і відповідні коефіцієнти регресії 
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 також можуть мати різні одиниці вимірювання. Це не дає можливість застосувати їх безпосередньо для порівняння сили впливу кожної пояснюючої змінної на залежну.

Для цієї мети використовуються стандартизовані коефіцієнти регресії, які обчислюються за наступною залежністю :
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де 
[image: image209.wmf]j

b

 - коефіцієнт регресії при пояснюючій змінній 
[image: image210.wmf]j

x

, 
[image: image211.wmf]j
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- стандартна похибка пояснюючої змінної 
[image: image212.wmf]j

x

, 
[image: image213.wmf]y

s

)

 - стандартна похибка залежної змінної моделі.


Стандартизований коефіцієнт регресії представляє собою очікувану абсолютну зміну залежної змінної y (у стандартизованих одиницях вимірювання 
[image: image214.wmf]y

s

)

), викликану зміною  
[image: image215.wmf]j

x

 на одну відповідну стандартизовану одиницю (тобто на 
[image: image216.wmf]j
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s

)

) при незмінних значеннях інших пояснюючих змінних. Кожний стандартизований коефіцієнт регресії вимірюється в одиницях стандартних відхилень y на одне стандартне відхилення змінної 
[image: image217.wmf]j

x

. Абсолютні значення стандартизованих коефіцієнтів регресії можна порівнювати і виконувати ранжування пояснюючих змінних за ступенем впливу їх на залежну змінну моделі.

4. МЕТОДИ  ПОБУДОВИ  ЗАГАЛЬНОЇ ЛІНІЙНОЇ ЕКОНОМЕТРИЧНОЇ  МОДЕЛІ
5.1. Характеристика основних методів побудови загальної лінійної економетричної моделі


На кожний економічний показник впливає безліч різних факторів. При ідентифікації загальної лінійної економетричної моделі виникає питання, які саме з них потрібно увести до моделі у якості пояснюючих змінних. Для вирішення цього питання в принципі існує два наступні підходи.
1-й підхід. З точки зору надійності прогнозування, необхідно включати до моделі якомога більше факторів. Але при цьому, кожна „зайва” пояснююча змінна погіршує ситуацію ,оскільки вона зменшує надійність F-тесту на загальну статистичну значимість моделі і може призвести до невірних статистичних висновків. 

2-й підхід. З точки зору отримання надійної статистичної інформації по кожному фактору слід прагнути, щоб модель мала якомога менше факторів, оскільки збір і обробка великих статичних масивів потребує великих затрат при недостатній надійності статистичних даних.

Компромісом між цими крайніми підходами є те, що називають вибором "найкращого рівняння" регресії. Для реалізації такого вибору немає єдиної статистичної процедури, єдиного методу. Існує декілька методів побудови "найкращої" лінійної регресії,  найбільш поширеними серед яких є:

1) метод усіх можливих регресій ;

2) метод покрокової регресії ;

3) метод виключень .

А) Метод усіх можливих регресій

Метод усіх можливих регресій – історично перший метод побудови лінійних регресійних моделей і найбільш громіздкий серед усіх методів. Ідея методу полягає у побудові множини регресійних рівнянь, які містять усі можливі комбінації попередньо відібраних факторів, і у порівнянні цих рівнянь за трьома критеріями :  коефіцієнтом детермінації R2, стандартною похибкою 
[image: image218.wmf]e
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 і критерієм Меллоуза Ср. У загальному випадку для m відібраних факторів (пояснюючих змінних) можна побудувати 2m рівнянь регресії і виконати їх порівняння.

Побудова і аналіз усіх можливих регресійних рівнянь є доволі громіздка і ненадійна процедура, тому цей метод рекомендується використовувати при невеликій кількості відібраних факторів.

Б) Метод покрокової регресії

Цей метод є найпоширенішим на практиці і більш економним у порівнянні з попереднім. Ідея методу полягає у послідовному включенні до моделі факторів (пояснюючих змінних) до тих пір, поки модель не стане задовільною. Порядок включення факторів до моделі вибирається на основі значень коефіцієнтів парної кореляції між пояснюючими і залежною змінною моделі. Алгоритм методу покрокової кореляції можна подати у наступному вигляді :

Алгоритм методу

1. Розраховується кореляційна матриця r для усіх змінних моделі, які планується включити до моделі.
2. Спочатку з кореляційної матриці вибирається і включається до моделі той фактор 
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, якому у кореляційній матриці відповідає найбільший за модулем коефіцієнт парної кореляції з залежною змінної моделі у (нехай це буде змінна х1). Будується регресійне рівняння з однією незалежною змінною 
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 і для нього обчислюється коефіцієнт детермінації. Після цього перевіряється чи значима ця змінна за коефіцієнтом детермінації і за частковим F- критерієм. Якщо ні, то приймаємо 
[image: image221.wmf]y
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 і процес побудови моделі припиняється. Якщо так, то переходимо до наступного кроку 3.

3. На основі аналізу кореляційної матриці серед тих пояснюючих змінних, що залишились, шукаємо нову змінну, яка має найбільший за модулем коефіцієнт кореляції  з у і включаємо її до моделі (нехай це буде змінна х2) . 

4. Будується нове рівняння регресії :
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і для нього розраховується звичайний 
[image: image223.wmf]2
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і оцінений 
[image: image224.wmf]2

R

коефіцієнт детермінації. Аналізується зміна цих показників у порівнянні з попередньою моделлю. Потім розраховуються часткові F- критерії для кожного фактора. Серед них обирається найменше значення і порівнюється із заздалегідь обраним критичним значенням F - критерію. В залежності від результатів перевірки додана на цьому кроці змінна або залишається у моделі, або відкидається.

5. Після цього модель перераховується в залежності від факторів, які  залишились і здійснюється перехід до кроку 3.

Процес побудови моделі за наведеним алгоритмом припиняється, якщо жодний фактор, що знаходиться у поточному рівнянні , не вдається виключити, а новий претендент на включення не відповідає частковому F - критерію.

В.  Метод виключень
Метод виключень діє у зворотному порядку порівняно з методом покрокової регресії і є також досить поширеним. Загальний алгоритм методу складається з 5 кроків.

1. Будується рівняння регресії, яке включає всі відібрані фактори . Якщо попередньо було відібрано m факторів , то вихідне базове рівняння має вигляд :
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2. Для кожного фактора (пояснюючої змінної) 
[image: image226.wmf](
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 обчислюється значення часткового F- критерію.

3. Серед розрахованих значень часткового F- критерію вибирається найменше  Fmin і порівнюється із заздалегідь обраним критичним значенням розподілу Фішера Fкр .

4. Якщо Fmin < Fкр , то відповідний фактор виключається з рівняння. Проводиться новий розрахунок регресійного рівняння вже без виключеного фактора і здійснюється перехід знову до кроку 2.

5. Якщо Fmin > Fкр  , то регресійне рівняння залишається без змін.

5.2. Статистичні показники, які використовуються при побудові загальної лінійної економетричної моделі

При  розгляді методів побудови загальної лінійної економетричної моделі були використані такі нові поняття і статистичні показники, як частковий F – критерій ,оцінений коефіцієнт детермінації ,кореляційна матриця. Розглянемо ці показники більш детальніше.

А. Частковий F- критерій. 

Одним з головних питань будь-якого методу побудови багатофакторної регресійної моделі є питання визначення суттєвості впливу на залежну змінну у окремих факторів. Таку оцінку можна зробити з використанням F- статистики на основі часткового F- критерію Фішера. Зміст часткового F- критерію розглянемо на наступному прикладі. 

Нехай є економетрична модель ,яка  враховує вплив к факторів на залежну змінну у, тобто :
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Припустимо, що з к факторів p факторів несуттєво впливають на показник у. Тоді побудуємо другу регресійну модель, в яку не включаємо ці р факторів. 
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Позначимо суму квадратів залишків 1-ї моделі через SSE1, а 2-ї моделі - через SSE2 . Тоді різниця SSE1  - SSE2  дорівнює додатковій сумі квадратів залишків, яка пов'язана з включенням (або вилученням) до 1-ї моделі p додаткових факторів. Зазначимо, що ця додаткова сума квадратів буде мати ступінь вільності  p = k – q.

Знайдемо наступне розрахункове значення  F- статистики :
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EMBED Equation.3[image: image230.wmf]. 
( 62 )

Для заданого рівня значимості α і ступенів вільності 
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 за статистичними таблицями F- розподілу  знаходимо критичне значення критерію Фішера Fкр. Якщо  Fp,n-k  > Fкр, то із надійністю 1 - α  можна вважати, що вилучені фактори суттєво впливають на результуючий показник у і їх потрібно залишити у складі пояснюючих змінних моделі. У протилежному випадку (Fp,n-k  < Fкр.) з надійністю 1- α можна вважати, що виключення із моделі р  факторів несуттєво впливає на показник у і для моделювання можна вибрати другу модель з q пояснюючими змінними.

Якщо розглядати процес поступово включення (або вилучення) факторів до моделі, коли на кожному  етапі до моделі включається (або вилучається) тільки один фактор за допомогою наведеного  F- відношення ( 57  ) будемо мати критерій, який і визначатиме суттєвість впливу цього окремого фактора на залежну змінну у. Такий варіант F- критерію називається частковим F- критерієм і визначається за формулою ( 57 ) для р=1 . 

Б.  Оцінений коефіцієнт детермінації.

Важливою  властивістю коефіцієнта детермінації R2 є те, що він – неспадна функція від кількості факторів, які входять до моделі. Якщо кількість факторів зростає, то R2  також зростає і ніколи не зменшується. Це ускладнює порівняння економетричних моделей і вибір серед них найкращої. Так наприклад, якщо ми порівнюємо дві економетричні моделі з однаковою залежною змінною, але різною кількістю пояснюючих змінних, ми звичайно віддаємо перевагу тій, яка має більше значення  R2, хоча це може і не відповідати дійсності.

Тому щоб запобігти невиправданому розширенню моделі і мати можливість порівнювати моделі з різною кількістю факторів уводять так званий оцінений коефіцієнт детермінації 
[image: image233.wmf]2

R

,  який зменшує вплив зростання кількості факторів на коефіцієнт детермінації за рахунок поправки на ступені вільності. У практиці економетричного дослідження використовуються два різновиди оцінененого коефіцієнта детермінації : 

· коефіцієнт детермінації, скоригований за Тейлом  - 
[image: image234.wmf]2

T

R

;

·  коефіцієнт детермінації, скоригований за Амемією - 
[image: image235.wmf]2

A

R

.

Перший з них обчислюється за наступною залежністю :
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а другий – за залежністю :
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Коефіцієнт детермінації R2 і оцінені коефіцієнти детермінації 
[image: image238.wmf]2
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 та 
[image: image239.wmf]2
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 пов’язані між собою наступними співвідношеннями :
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Вочевидь, для кожного оціненого коефіцієнта детермінації виконується нерівність 
[image: image242.wmf]2
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, тобто зі збільшенням числа пояснюючих змінних моделі оцінені коефіцієнти детермінації зростають повільніше, ніж 
[image: image243.wmf]2

R

, зменшуючи таким чином вплив числа факторів на величину коефіцієнта детермінації. Крім того, якщо 
[image: image244.wmf]1
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 прямує до нуля , оцінені коефіцієнти кореляції стають від’ємними. Така властивість скоригованих коефіцієнтів детермінації дає змогу більш об’єктивно оцінювати якість моделей з різним числом факторів. 

В.  Кореляційна матриця.

Кореляційна матриця дозволяє оцінити щільність лінійного кореляційного зв'язку між залежною змінною моделі і окремими факторами, а також між окремими незалежними змінними. У загальному випадку вона представляє собою квадратну симетричну матрицю, елементами якої є коефіцієнти парної кореляції між залежною змінною моделі і кожною пояснюючою змінною, а також коефіцієнти парної кореляції між самими пояснюючими змінними моделі. 

Для випадку m пояснюючих змінних кореляційна матриця має наступний вигляд і структуру :
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Діагональні елементи матриці r дорівнюють 1. Коефіцієнти парної кореляції 
[image: image249.wmf]j
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 та 
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 обчислюються за відомою формулою визначення коефіцієнта парної кореляції, яка у даному випадку трансформується у наступні вирази ( 32 ): 
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де 
[image: image253.wmf])

x

var(

j

 - вибіркова дисперсія j – ї пояснюючої змінної, 
[image: image254.wmf])
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 - вибіркова дисперсія k – ї пояснюючої змінної, 
[image: image255.wmf])
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 - вибіркова дисперсія залежної змінної, 
[image: image256.wmf])
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 - вибірковий коефіцієнт коваріації між j – ю пояснюючою змінною і залежною змінною моделі. Ці величини обчислюються за відомими залежностями, як у виразі ( 32 ).


Як відомо, будь-який коефіцієнт парної кореляції з наведеної вище кореляційної матриці характеризує тісноту зв'язку між відповідними змінними за умови, що інші змінні ведуть себе „природним чином” – тобто також змінюють свої значення разом з тими, для яких обчислюється коефіцієнт парної кореляції. Це не дає можливість оцінити тісноту кореляційного зв’язку між двома змінними моделі так би мовити у „чистому вигляді”. 

 Тому при вивченні зв'язку між змінними економетричної моделі недостатньо спиратися тільки на кореляційну матрицю. Необхідно також проаналізувати часткові коефіцієнти кореляції. На відміну від парних часткові коефіцієнти кореляції характеризують тісноту зв'язку між двома змінними за умови, що інші змінні сталі. Такі коефіцієнти кореляції більш коректно вимірюють силу лінійного кореляційного зв’язку між змінними моделі і дають більш точну інформацію, необхідну при побудові загальної лінійної економетричної моделі. Формула для визначення часткового коефіцієнта кореляції між двома змінними моделі має вигляд :
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де 
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 – елементи матриці С, оберненої до кореляційної матриці r. За цією формулою визначається частковий коефіцієнт кореляції між економічним показником j і показником k при умові, що усі інші економічні показники, які фігурують в економетричні моделі є сталими. Слід зазначити, що у якості показника  j може виступати як залежна змінна моделі так і незалежна, а у якості показника k – незалежна, пояснююча змінна.

ВИСНОВКИ

1. Загальна лінійна економетрична модель є одним з найпоширених видів економетричних моделей. Вона є достатньо простою і разом з тим достатньо універсальною моделлю, з якої ,як правило, дуже часто починається економетричне дослідження будь-якого економічного явища або процесу. Окрім цього цю модель можна вважати „базовою”, оскільки її опанування дає можливість у подальшому застосовувати більш складні моделі – нелінійні, динамічні, симультативні і т.і.

2. З математичної точки зору загальна лінійна економетрична модель представляє собою модель парної або багатофакторної регресії.

3. Теоретична (“канонічна”) загальна лінійна економетрична модель специфікується у наступній формі :
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де: y – залежна (пояснювана) змінна моделі, x1, x2, … , xm – незалежні (пояснюючі) змінні моделі або фактори, β0, β1, …. , βm – параметри моделі, ε – стохастична складова моделі, m – кількість пояснюючих змінних моделі. 

4. Специфікація вибіркової (емпіричної) загальної лінійної економетричної моделі має наступний вигляд :
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де: y – залежна (пояснювана) змінна моделі, x1, x2, … , xm – незалежні (пояснюючі) змінні моделі (фактори), b0, b1, bm – параметри вибіркової моделі, e – залишки моделі.

5. Вибіркова (емпірична) функція регресії для загальної лінійної економетричної моделі має наступний вигляд :
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де: 
[image: image262.wmf]y
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 – оцінка математичного сподівання залежної (пояснюваної) змінної моделі, x1, x2, … , xm – незалежні (пояснюючі) змінні моделі (фактори), b0, b1, bm – параметри вибіркової регресії.

6. У матричній формі загальна лінійна економетрична модель має наступний вигляд :
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де Y – вектор спостережень за залежною змінною моделі, X – матриця спостережень за пояснюючими змінними моделі, B – вектор оцінок  параметрів моделі, e – вектор залишків.

7. Найпростішою лінійною (і взагалі найпростішою) економетричної моделлю є модель парної лінійної регресії, яка містить одну залежну і одну незалежну(пояснюючу) змінну.

8. Оцінювання параметрів загальної лінійної економетричної моделі виконується на основі одно крокового методу найменших квадратів (1 МНК). Оператор оцінювання при цьому має наступний вигляд
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9. Якщо загальна лінійна модель відповідає усім припущенням класичного лінійного регресійного аналізу вона є класичною моделлю. Оцінки параметрів такої моделі, оцінені за 1 МНК, є BLUE – оцінками.

10. Процес верифікації загальної лінійної економетричної моделі умовно поділити на дві частини :

· визначення за даними вибірки показників якості моделі і їх інтерпретація ;

· перевірка статистичної значимості моделі.

11. До основних показників якості побудованої вибіркової моделі відносяться 

· стандартна похибка рівняння регресії, 

· стандартні похибки параметрів моделі ;

· коефіцієнт кореляції ;

· коефіцієнт детермінації .

12. Перевірка статистичної значимості моделі включає :

· перевірку статистичної значимості моделі у цілому ;

· перевірку статистичної значимості параметрів моделі і побудова для них інтервалів довіри;

· перевірку статистичної значимості коефіцієнта кореляції .

13. На основі загальної лінійної економетричної моделі можна побудувати два види прогнозу : точковий та інтервальний. 

14. Точковий прогноз дає можливість обчислити наближене середнє прогнозне значення залежної змінної для деякого набору прогнозних значень пояснюючих змінних.

15. Інтервальний прогноз дає можливість визначити з деякою наперед заданою ймовірністю точні середні і точні індивідуальні прогнозні значення залежної змінної. Внаслідок цього розрізняють інтервальний прогноз для математичного сподівання (середнього значення) залежної змінної і інтервальний прогноз для індивідуального значення залежної змінної.

16. В результаті економіко-математичного аналізу загальної лінійної економетричної моделі можна визначити показники середньої та граничної ефективності впливу пояснюючих змінних на залежну змінну, коефіцієнти еластичності і оцінити індивідуальний і загальний вплив пояснюючих змінних на пояснювану.

17. Процес побудови „найкращої” загальної лінійної економетричної моделі є процес складний і багато етапний. На даний час для побудови таких моделей застосовуються наступні методи :

1) метод усіх можливих регресій ;

2) метод покрокової регресії ;

3) метод виключень .

Тема 4.   Нелінійні економетричні моделі
План теми

1. Загальні поняття і визначення.

2. Нелінійні економетричні моделі, які зводяться до лінійних.

3. Прогнозування та економіко-математичний аналіз на основі нелінійних економетричних моделей.

1. Загальні поняття і визначення

У багатьох практичних випадках моделювання економічних явищ і процесів лінійними економетричними моделями дає цілком задовільний результат і може використовуватися для аналізу і прогнозування. Однак внаслідок різноманіття і складності економічних явищ і процесів  обмежитися застосуванням тільки лінійних моделей неможливо. Багато економічних залежностей, як свідчить економічна теорія, не є лінійними по суті, і тому їх моделювання лінійними залежностями, безумовно, не дасть позитивний результат. У цьому випадку необхідно використовувати нелінійні економетричні моделі.

(Означення 1. Нелінійна економетрична модель – це регресійна модель, яка встановлює нелінійну залежність між економічними показниками, один з яких є залежною (пояснюваною) змінною, а інші – незалежними (пояснюючими) змінними.

За методами оцінювання параметрів усі нелінійні економетричні моделі поділяються на два типи:

1) нелінійні за факторами, але лінійні за параметрами;

2) нелінійні за факторами і за параметрами.

(Означення 2. Економетричні моделі, які є нелінійними за факторами, але лінійними за параметрами називаються квазілінійними.

Будь-яка квазілінійна модель у загальному випадку може бути представлена у наступному вигляді:
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де 
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 – може бути різними нелінійними функціями xj .
Квазілінійні моделі є більш простим і привабливим варіантом нелінійних моделей. Їх привабливість пояснюється тим, що оцінки параметрів таких моделей можуть бути отримані методами лінійного регресійного аналізу. Прикладом такої моделі може бути модель попиту, для якої функція попиту має наступний вигляд :
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де Q – попит; P - ціна; β0, β1 i β2 - параметри моделі.

Нелінійні за факторами і за параметрами економетричні моделі є більш складними і оцінювання їх параметрів, як правило, виконується методами нелінійного регресійного аналізу. Прикладом такої моделі може бути модель, яка описує залежність між об’ємом надходжень до бюджету і податковою ставкою на основі відомої кривої Лаффера :
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де Y – податкові надходження; х – податкова ставка; a, b і c – параметри моделі.

Порівнюючи лінійні і нелінійні екнометричні моделі можна зробити наступні висновки.

1) Лінійна класична регресійна модель і відповідні методи оцінювання її параметрів, тестування і прогнозування в цілому теоретично краще обґрунтовані, ніж нелінійні.

2) Відносно простоти обчислювального апарату , лінійна модель регресії також не перевершена ніякими іншими типами моделей.

Виходячи із сказаного у сучасній практиці економетричного моделювання при необхідності застосування нелінійних моделей практикуються наступні два підходи:

1) замість складної нелінійної функціональної залежності  навіть з невеликою кількістю факторів намагаються застосувати лінійну регресійну функцію з великою кількістю факторів ;
2) за допомогою математичних перетворень намагаються звести (перетворити) нелінійну функцію  на лінійну.

(Означення 3. Процес приведення нелінійної регресійної моделі до лінійної називається лінеаризацією, а сама модель лінеаризованою або лінійною формою.

Для лінеаризованих моделей повністю зберігається вся методологія економетричного дослідження, яка була розглянута у попередній темі для загальної лінійної регресійної моделі. Можливість лінеаризації моделі залежить від типу нелінійної моделі.

2. Нелінійні економетричні моделі, які зводяться до лінійних

2.1. Степенева модель

Степенева модель характеризується наступною функцією регресії:
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де α, β - параметри
моделі.

Нелінійна модель на основі степеневої функції регресії є однією з найпоширеніших у практиці моделей і описує достатньо широкий спектр економічних явищ і процесів, таких як: процес виробництва (виробничі функції), попит на товари різних категорій (криві Енгеля), для опису кривих байдужості та інших.

При моделювання економічних явищ і процесів розглядаються і мають зміст тільки випадки коли α ≥ 0, що є типовим для економічних процесів. Якщо значення параметру β – не ціле число, то розглядається лише випадок, коли х ≥ 0. При цьому в залежності від знака і значення параметра β модель може описувати різні економічні процеси: прискорене зростання, уповільнене зростання і спад.







Рис. 1. Графіки степеневої функції

Лінеаризація функції ( 4 ) виконується у два кроки. Спочатку виконується логарифмування лівої і правої частини виразу (4):
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а потім вводиться наступна заміна змінних : 
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, і нелінійна функція ( 4 ) зводиться до наступної лінійної форми :
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Крім однофакторної степеневої функції ( 4 ) широке розповсюдження, особливо при побудові виробничих функцій (виробнича функція Кобба-Дугласа), набули багатофакторні мультиплікативні моделі виду :
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лінеаризація яких виконується так само, як і для розглянутого випадку однієї пояснюючої змінної.



( Зауваження 1.  Степеневу модель називають log-linear моделлю, оскільки в процесі лінеаризації після логарифмування функція регресії має як логарифм залежної змінної так і незалежної.

( Зауваження 2.  Слід зазначити, що параметр β у степеневій моделі характеризує еластичність змінної y за змінною x, тобто цей параметр фактично дорівнює коефіцієнту еластичності y за x. Тому часто степеневу модель ще називають моделлю постійної еластичності , що вказує на можливі напрямки її застосування.

( Зауваження 3.  Для отримання якісних оцінок (BLUE – оцінок) параметрів лінеаризованої моделі стохастична складова лінійної форма повинна задовольняти усім припущенням класичного лінійного регресійного аналізу. Це можливо, якщо до лінійної форми ця складова буде входити як адитивна складова :
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Звідки витікає, що до вихідної нелінійної форми ( 4 ) стохастична складова повинна входити як мультиплікативна складова наступним чином (наводиться без доказу) :
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2.2. Показникова (експоненційна ) модель

Для показникової  моделі функція регресії має декілька форм представлення :

Основна:         
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Еквівалентні: 
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де α, β, β0, β1, r, – параметри моделей.

Використовується експоненціальна модель для опису швидкозростаючих або швидкоспадних економічних процесів. Найбільш типовим її застосуванням є ситуація, коли аналізується змінна залежної змінної y з постійним темпом приросту у часі. Наприклад, форма ( 11 ) найчастіше використовується у фінансах (r – норма річного відсотка). 

Лінеаризація показникової фукції виконується, як і для степеневої,  шляхом застосування операції логарифмування і подальшої заміни змінних :
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де зміст параметрів β0 і β1 у отриманій лінійній формі є очевидним з виразів (13 ) – ( 16 ).



( Зауваження 4.  Показникова модель називають log-lin моделлю, оскільки в процесі лінеаризації після логарифмування вона має тільки логарифм залежної змінної у лівій частині лінійної форми , а незалежна змінна залишається без логарифмічних перетворень.   
( Зауваження 5.  Для отримання якісних оцінок (BLUE – оцінок) параметрів лінеаризованої моделі ,як і у випадку із степеневою моделлю, стохастична складова лінійної форми повинна задовольняти усім припущенням класичного лінійного регресійного аналізу. Це можливо, якщо до лінійної форми ця складова буде входити як адитивна складова. Наприклад, для випадку основної форми показникової функції маємо :
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Звідки витікає, що до вихідної нелінійної форми ( 9 ) стохастична складова повинна входити як мультиплікативна складова наступним чином (наводиться без доказу) :



[image: image282.wmf]e

×

b

×

a

=

e

y

x

.
( 18 )

Аналогічно можна отримати вираз показникової моделі для еквівалентних форм показникової функції регресії.

2.3. Зворотна модель

Зворотна функція регресії має вигляд :
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а модель :
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де β0 і β1 – параметри моделі.

Особливістю функції (19) є те, що при 
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залежна змінна моделі у прямує до свого граничного значення β0 ,тобто функція      ( 19 ) має асимптоту β0. Внаслідок цього функція ( 19 ) застосовується для моделювання економічних явищ і процесів, обмежених зверху або знизу. Найбільш поширеним застосуванням таких моделей є кількісний опис залежності попиту на блага y від доходу x (криві Торнквіста) , а також залежності зміни заробітної плати y від рівня безробіття x (крива Філіпса). 

Графік зворотної функції значною мірою залежить від значень і знаків параметрів β0 і β1 . Вигляд графіків зворотної функції при різних значеннях і знаках параметрів β0 і β1 наведено на рис. 2.
Як видно з ( 20 ) зворотна модель відноситься до квазілінійних моделей, оскільки може бути поданою у вигляді ( 1 ). У зв’язку з цим лінеаризація зворотної моделі здійснюється простою заміною змінної: 
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Рис. 2.  Графіки зворотної функції

2.4. Квадратичні моделі

Квадратичні моделі використовуються для опису дуже широкого спектру економічних процесів завдяки їхнім універсальним можливостям. У загальному випадку квадратична модель має вигляд:
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де β0, β1 і β2 – параметри моделі.

В залежності від знаків і значень параметрів моделі вона може відображати еволюцію – дуже різну на різних проміжках інтервалу зміни незалежної змінної х: зростання, спад, зростання з наступним спадом, спад з наступним зростанням. Так наприклад, квадратична модель може описувати кількісну залежність між обсягом випуску і середніми або граничними видатками, чи між витратами на рекламу і прибутками і т.і. Можливі варіанти графіків квадратичної функції мають наступний вигляд :






Рис. 3.  Графіки квадратичної функції

Квадратична модель , як і зворотна, також відноситься до квазілійних і її лінеаризація  виконується шляхом елементарної заміни змінних 
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 і зведенням її  до двохфакторної лінійної регресії :
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параметри якої розраховуються за відомою методикою для лінійних економетричних моделей.

3.  Прогнозування ТА ЕКОНОМІКО-МАТЕМАТИЧНИЙ  АНАЛІЗ на основі нелінійних економетричних моделей

3.1. Прогнозування
А.   Побудова точкового прогнозу.
Для побудови точкового прогнозу на основі нелінійної економетричної моделі може бути використана як нелінійна (звичайна) форма моделі так і лінійна форма, отримана у процесі лінеаризації. 

При використані нелінійної форми моделі прогнозні значення пояснюючих змінних моделі безпосередньо підставляються у нелінійне рівняння регресії. 

При використані лінійної форми моделі для визначення точкових прогнозних значень залежної змінної у випадку степеневої або показникової моделі слід пам’ятати ,що до рівняння регресії потрібно підставляти не безпосередньо прогнозні значення  пояснюючих змінних ,а перетворені - тобто логарифми натуральні прогнозних  значень пояснюючих змінних. Слід також пам’ятати ,що отримане точкове прогнозне значення залежної змінної для цих функції потрібно також шляхом зворотних перетворень (експонування) привести до нормального виду. 

При використані квазілінійних моделей (зворотної і квадратичної) потрібно робити перехід тільки від прогнозних значень пояснюючих до перетворених у відповідності до виду перетворень, які були застосовані при лінеаризації цих моделей. Після обчислення точкового прогнозу зворотне перетворення , як у випадку степеневої і показникової моделей, не потрібне.

Б.  Побудова інтервального прогнозу.
При побудові інтервального прогнозу для усіх розглянутих вище нелінійних моделей завжди використовується тільки їх лінійна форма. 


Для степеневої і показникової моделі, як і при побудові точкового прогнозу,   слід використовувати не безпосередньо прогнозні значення  пояснюючих змінних і обчислене точкове прогнозне значення залежної змінної, а перетворені - тобто логарифми натуральні прогнозних  значень пояснюючих змінних і логарифм точкового прогнозного значення залежної змінної. Після визначення верхньої і нижньої межи прогнозного інтервалу, як для індивідуального значення так і для математичного сподівання залежної змінної, необхідно шляхом експонування перейти від логарифмів прогнозних значень до фактичних. 

При використані квазілінійних моделей (зворотної і квадратичної), як і у випадку точкового прогнозу робиться тільки  перетворення прогнозних значень пояснюючих змінних, які і використовуються для визначення прогнозних інтервалів. Обчислені прогнозні інтервали при цьому не потребують  зворотних перетворень.

3.2. Економіко - математичний аналіз на основі нелінійних моделей

Як і у випадку лінійних економетричних моделей на основі нелінійних економетричних моделей можна обчислити наступні показники :

· показники середньої ефективності впливу пояснюючих змінних на залежну ;

· показники граничної ефективності впливу пояснюючих змінних на залежну ;

· показники відносного впливу пояснюючих змінних на залежну – коефіцієнти еластичності.

Ці показники можна визначити через оцінки параметрів лінійної форми  за наступними відомими співвідношеннями:
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де Аj – показник середньої ефективності впливу пояснюючої змінної 
[image: image295.wmf]j

x

 на залежну змінну, Мj – показник ганичної ефективності впливу пояснюючої змінної 
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 на залежну змінну, 
[image: image297.wmf]E

 – середній коефіцієнт еластичності, який характеризує відносний вплив пояснюючої змінної 
[image: image298.wmf]j
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 на залежну змінну. 

Конкретний вираз наведених показників залежить від конкретного вигляду моделі, при цьому наведені формули слід застосовувати саме до лінійної форми відповідної нелінійної моделі. Для основних типів нелінійних економетричних моделей , розглянутих вище, формули для визначення цих показників на основі вибіркової моделі, подано у таблиці 1.

У таблиці 1 : 
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 - середнє значення залежної змінної, обчислене для масиву розрахункових значень залежної змінної,  
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 - середнє значення пояснюючої змінної, 
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 - параметри вибіркової функції регресії.

Основні показники для нелінійних економетричних моделей

	Таблиця 1

Тип моделі
	Загальний вигляд вибіркової лінійної форми 
	М
	Е

	log - linear
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	log – lin
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	Зворотна
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	Квадратична
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ВИСНОВКИ

1. Багато економічних залежностей, як свідчить економічна теорія, не є лінійними по суті, і тому їх моделювання лінійними залежностями, безумовно, не дає позитивний результат. Тому у практиці економетричного аналізу поряд з лінійними широкого розповсюдження набули нелінійні економетричні моделі.

2. За своєю математичною природою нелінійні економетричні моделі представляють собою нелінійну регресію між економічними показниками.

3. За методами оцінювання параметрів усі нелінійні економетричні моделі поділяються на два типи:

1) нелінійні за факторами, але лінійні за параметрами, які мають назву квазілінійних;

2) нелінійні за факторами і за параметрами.

4. Квазілінійні моделі є більш простим і привабливим варіантом нелінійних моделей, оскільки оцінки параметрів таких моделей після нескладних перетворень можна отримати методами лінійного регресійного аналізу.

5. Нелінійні за факторами і за параметрами економетричні моделі є більш складними і оцінювання їх параметрів, як правило, виконується методами нелінійного регресійного аналізу.

6. У сучасній практиці економетричного моделювання широко застосовується лінеаризація нелінійних моделей – тобто зведення їх до лінійних шляхом відповідних математичних перетворень .

7. До найбільш розповсюджених нелінійних моделей, які піддаються лінеаризації належать степенева, показникові(експоненційна), зворотна та квадратичні моделі.

8. Прогнозування на основі нелінійних економетричних моделей має свої особливості , які пов’язані з необхідністю перетворення даних в процесі побудови прогнозів.

9. Для побудови точкового прогнозу на основі нелінійних економетричних моделей можна використовувати як нелінійну так і лінійну форму цієї моделі.

10. Для побудови інтервальних прогнозів на основі нелінійних економетричних моделей завжди потрібно використовувати тільки лінійну форму цієї моделі.

Тема 5.    МУЛЬТИКОЛІНЕАРНІСТЬ

План  теми

1. Визначення  мультиколінеарності, її  природа, причини виникнення і наслідки

2. Тестування наявності мультиколінеарності.

3. Шляхи і засоби усунення мультиколінеарності. 

1.  Визначення   мультиколінеарності ,її   природа, ПРИЧИНИ ВИНИКНЕННЯ І НАСЛІДКИ

У попередніх  темах розглядалися економетричні моделі, які будувалися на основі припущень класичної лінійної регресії. Параметри цих моделей, які оцінювалися  на основі 1МНК, внаслідок виконання цих припущень мали властивості BLUE – оцінок, а самі моделі по суті були класичними регресійними моделями.

Але при дослідженні деяких економічних явищ і процесів економетричними методами приходиться  мати справу з випадками, коли одне або декілька з цих припущень порушується. Одним з таких порушень основних положень класичного лінійного регресійного аналізу, яке може  мати місце тільки для багатофакторних регресійних моделей, є мультиколінеарність.

(Означення 1.  Мультиколінеарністю називається  існування у багатофакторній лінійній регресійній моделі лінійної функціональної залежності, або сильної  кореляції між двома чи більше пояснюючими (незалежними) змінними .

Наприклад, мультиколінеарність може мати місце для такої економетричної моделі: 
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де  у – ціна акції,  x1 - дивіденди на акцію, x2 - зароблений прибуток на акцію, оскільки в даному випадку дивіденди та зароблений прибуток мають високий рівень кореляції.

Таким чином, наявність мультиколінеарності означає порушення припущення класичного лінійного регресійного аналізу про незалежність між пояснюючими змінними моделі. 

У практиці економетричного моделювання розрізняють повну(довершену) і неповну (недовершену) мультиколінеарність.

(Означення 2.  Повною мультиколінеарністю називається  існування у багатофакторній лінійній регресійній моделі лінійної функціональної залежності між двома чи більше пояснюючими (незалежними) змінними.

(Означення 3.  Неповною мультиколінеарністю називається  існування у багатофакторній лінійній регресійній моделі тісного кореляційного зв’язку  між двома чи більше пояснюючими (незалежними) змінними.

Повна мультиколінеарність у практиці економетричних досліджень зустрічається дуже рідко і є скоріш за все теоретичним прикладом , в основному ж приходиться мати справу з неповною мультиколінеарністю.


Природу мультиколінеарності для випадку тільки двох пояснюючих змінних можна достатньо наочно проілюструвати наступною діаграмою Вена, наведеною на рис. 1.
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На рис. 1,а залежність між пояснюючими змінними моделі 
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,як функціональна так і кореляційна, відсутня і чітко можна виділити (розрізнити) вплив кожної змінної на залежну змінну 
[image: image318.wmf]y

. На рис. 1,б ,який ілюструє випадок неповної мультиколінеарності, видно, що внаслідок лінійної залежності між пояснюючими змінними 
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 і 
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 стає важчим розрізняти окремо вплив кожної пояснюючої змінної на залежну, оскільки починає проявлятися і одночасний вплив обох цих змінних на залежну. На рис. 1,в при повній мультиколінеарності взагалі неможливо розрізнити ступінь індивідуального впливу пояснюючих змінних 
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 і 
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 на залежну змінну 
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. Тобто, в останньому випадку залежна змінна 
[image: image324.wmf]y

 „не розрізняє” пояснюючі змінні 
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 і 
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 і сприймає їх як одну.


Таким чином природа мультиколінеарності полягає у неможливості статистично оцінити і обґрунтувати вплив кожної пояснюючої змінної на залежну зміну моделі, що ,в свою чергу, робить ненадійною економічну інтерпретацію оціненого рівняння регресії. 

З математичної точки зору мультиколінеарність означає, що у матриці незалежних  змінних
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    між різними стовпцями (векторами спостережень за окремим пояснюючими змінними) може існувати тісна кореляція , або ж елементи деякого стовпця отримані з відповідних елементів іншого шляхом лінійних перетворень останніх. В першому випадку маємо неповну мультиколінеарність, у другому – повну. У випадку повної мультиколінеарності матриця X  має неповний ранг, тобто вона містить менше ніж m незалежних стовпців.  Внаслідок цього  матриця 
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 є виродженою(сингулярною) і її визначник дорівнює нулю -     
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Мультиколінеарність може виникнути за різних умов. Основними причинами такого явища є дві причини.

По-перше, існує глобальна тенденція одночасної зміни економічних показників. Такі економічні показники, як доход, споживання, накопичення, інвестиції, ціни, зайнятість мають тенденцію до одночасного зростання у період економічної експансії і до спаду у період рецесії. Наявність тренду у зміні цих показників у часі і є причиною мультиколінеарності.

По-друге, до мультиколінеарності приводить широке використання в економетричних моделях  лагових змінних, тобто змінних, значення якої в економетричній моделі фігурують з деяким часовим запізненням - лагом (наприклад, із запізненням на місяць, квартал, рік).

Що стосується наслідків мультиколінеарності, то вони залежать від типу мультиколінеарності. 

У випадку повної мультиколінеарності взагалі неможливо оцінити вплив незалежних змінних на залежну і побудувати регресійну модель, оскільки неможливо оцінити параметри моделі 1 МНК. Це пов’язано з тим фактом, що , як зазначалося вище, матриця 
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 у цьому випадку буде  виродженою (сингулярною), визначник якої буде дорівнювати 0. Оскільки для такої матриці неможливо знайти обернену 
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, оцінювання параметрів моделі стає неможливим з чисто математичної точки зору.

У випадку неповної мультиколінеарності теоретично для оцінювання параметрів моделі можна застосовувати 1МНК , але це може призвести  до наступних теоретичних наслідків :

1. зміщення оцінок параметрів  моделі , що не дає можливість зробити коректні висновки стосовно зв’язку між змінними моделі і економічну інтерпретацію цих параметрів .

2.  різке суттєве збільшенні дисперсії оцінок параметрів  
[image: image332.wmf](

)

m

,

0

j

,

2

b

j

=

s

.
Це в свою чергу призводить до наступних негативних практичних наслідків :
1. Збільшення інтервалів довіри параметрів моделі .

2. Статистична незначимість  оцінок деяких параметрів моделі. Це пов’язано  із  зменшенням  t – статистики  для деяких параметрів. Внаслідок цього із моделі можуть бути вилучені змінні, які за економічним змістом як раз суттєво впливають на залежну змінну.

3. Оцінки параметрів стають чутливими до розміру статистичної вибірки. Збільшення сукупності спостережень внаслідок цього іноді може привести до істотних змін в оцінках параметрів.

Таким чином, мультиколінеарність загалом негативно впливає на кількісні  характеристики економетричної моделі, або робить  її побудову взагалі неможливою. Внаслідок цього важливим стає питання тестування наявності  мультиколінеарності у моделі і вилучення її.



( Зауваження 1.  
Мультиколінеарність не завжди є такою поважною проблемою, щоб прикладати суттєві зусилля щодо її виявлення і усунення. Все залежить від мети економетричного дослідження.

Якщо єдиною метою економетричного дослідження є прогнозування , то при достатньо великому значення коефіцієнта детермінації 
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 наявність мультиколінеарності не впливає на якість і точність прогнозу. Хоча таке твердження має підстави тільки у тому випадку, якщо між прогнозними значеннями корельованих пояснюючих змінних будуть зберігатися ті ж самі відношення, що і раніше у вибірці. 

 Якщо ж метою економетричного аналізу є не прогноз, а оцінювання впливу кожної пояснюючої змінної на залежну змінну, то наявність мультиколінеарності скоріш за все спотворить дійсні залежності між змінними моделі. У цій ситуації мультиколінеарність  є поважною проблемою.


2. тестування наявності мультиколінеарності
Слід  зазначити, що на даний момент не існує єдиного універсального методу виявлення мультиколінеарності, тому на практиці, як правило, використовують декілька методів і підходів.

Серед  сучасних методів і підходів до тестування мультиколінеарності можна виділити 2 групи методів:

1. Методи і підходи, які базуються на деяких зовнішніх ознаках, які дозволяють тільки встановити наявність мультиколінеарності.

2. Методи, які базуються на спеціальних статистичних тестах.  

2.1. Ознаки  мультиколінеарності
1. Високе значення парних коефіцієнтів кореляції між незалежними змінними. 

Якщо у кореляційній матриці 
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значення хоча б одного коефіцієнта   парної кореляції більше 0,8, то мультиколінеарність є серйозною проблемою. Але високе значення парних коефіцієнтів  кореляції є достатньою,  але не необхідною умовою мультиколінеарності. Тому мультиколінеарність може бути і при відносно невеликих значеннях коефіцієнтів парної кореляції.


Слід також зазначити, що дана ознака буде надійною тільки у випадку невеликої кількості пояснюючих змінних (2 – 3). При великій кількості пояснюючих змінних більш надійним є використання частинних коефіцієнтів кореляції у формі матриці часткових коефіцієнтів кореляції.


2.  Мале значення визначника кореляційної матриці.

Якщо    
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то існує повна (довершена) мультиколінеарність і між незалежними змінними моделі фактично існує функціональний зв’язок.  Якщо 
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 , мультиколінеарність відсутня. Чим ближче визначник кореляційної матриці до нуля, тим більша ймовірність того, що між пояснюючими змінними існує мультиколінеарність.

3. Високе значення коефіцієнта детермінації R2   і  незначимість
    t - статистики.

Якщо в економетричній моделі при високому значенні R2 знайдені параметри, які є статистично незначимими за   t-статистикою, це свідчить про наявність мультиколінеарності.

Основним спільним недоліком наведених ознак мультиколінеарності є те, що ні одна з них чітко не розмежовує випадки, коли мультиколінеарність істотна, а коли нею можна знехтувати. На це питання дає відповідь тест Фаррара-Глобера, який належить до 2-ї групи методів тестування на мультиколінеарність.

2.2.  Тест  Фаррара-Глобера


Тест Фаррара-Глобера складається з трьох етапів:

1) тестування на мультиколінеарність усього масиву незалежних змінних  - за статистичним  критерієм  
[image: image337.wmf]2

c

 ;

2) перевірка на мультиколінеарність кожної незалежної змінної з рештою – за   F- критерієм;

3) перевірка на кореляцію кожної пари незалежних змінних – за   t- критерієм.

Алгоритм тесту Фаррара-Глобера.
 Крок 1. Стандартизація (нормалізація) незалежних змінних.
 Елементи  векторів стандартизованих незалежних змінних визначаються за однією із наступних формул:
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де n - число спостережень у вибірці ;  m - число пояснюючих змінних моделі; 
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- середнє арифметичне k-ї пояснюючої змінної;  
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 - відповідно дисперсія і стандартна похибка  k- ї пояснюючої змінної.

Крок 2. Визначення кореляційної матриці нормалізованих  змінних.  
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де  
[image: image345.wmf]*

X

  - матриця стандартизованих незалежних (пояснюючих) змінних,  
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- матриця, транспонована до матриці  
[image: image347.wmf]*
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. Вираз ( 3 ) використовується, якщо стандартизація пояснюючих змінних виконується за виразом ( 1 ), а вираз ( 4 ) ,якщо стандартизація пояснюючих змінних виконується за виразом ( 2 ).

Крок 3.  Визначення статистичного критерію 
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де  
[image: image350.wmf]r

-   визначник матриці  r . 
Розраховане значення 
[image: image351.wmf]2

c

 - критерію порівнюється з табличним 
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, який знаходиться за статистичними таблицями   
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 - розподілу  для прийнятого рівня значимості  
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  (або рівня довіри 
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Якщо розрахункове, фактичне значення критерію більше за табличне, тобто якщо виконується умова 
[image: image357.wmf]2
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c

, то в масиві незалежних змінних існує мультиколінеарність. У протилежному випадку мультиколінеарність відсутня і тест припиняється.

Крок 4. Визначення матриці похибок .
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Крок 5.  Обчислення  F-критеріїв
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де Ckk - діагональні елементи матриці C. Фактичні значення критеріїв порівнюються з табличними при ступенях вільності  v1=n - m   i  
[image: image360.wmf] v2=m-1 i   заданому  рівні  значимості  α.   Якщо  для деякої пояснюючої змінної k виконується умова 
[image: image361.wmf]табл

k

F

F

>

,  то  відповідна k-та  незалежна  змінна  мультиколінеарна з іншими змінними, тобто всі інші пояснюючі змінні моделі впливають на цю змінну внаслідок суттєвої кореляції між ними.
Крок 6. Визначення часткових коефіцієнтів кореляції
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де Ckj-  елемент матриці C, що міститься у k –му рядку і j - му стовпці; Cкк i Cjj- діагональні елементи матриці C. 
Крок 7.  Обчислення   t-критеріїв
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Розрахункові значення  t- критеріїв порівнюються з табличними 
[image: image364.wmf]табл

t

, визначеними для рівня значимості α і ступеня вільності  
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.  Якщо   для деякого розрахункового значення t – критерію виконується умова 
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,  то між незалежними змінними  xk   i  xj    існує кореляція, тобто змінні xk і xj  утворюють колінеарну пару.

3. шляхи і Засоби усунення мультиколінеарності

У випадку виявлення наявності мультиколінеарності існує декілька простих шляхів її усунення. Основними серед них є наступні.

1. Вилучення змінної (або змінних) з моделі. При цьому з моделі вилучається одна із змінних колінеарної пари. Слід зазначити, що таке вилучення змінних можливе тільки у випадку коли це не суперечить логіці економічних зв’язків. У протилежному випадку це може призвести до помилки специфікації.

2. Зміна аналітичної форми економетричної моделі. Іноді заміна однієї функції регресії іншою (наприклад лінійної нелінійною) , якщо це не суперечить апріорній інформації, дає змогу уникнути явища мультиколінеарності.

3. Збільшення спостережень. З точки зору теорії, мультиколінеарність та невелика кількість спостережень у вибірці – це одна і та ж проблема. Тому збільшення спостережень у статистичній вибірці  або використання іншої статистичної вибірки може усунути, або принаймні зменшити вплив мультиколінеарності.

4. Перетворення статистичних даних. 
Позбутися мультиколінеарності можна і шляхом наступних перетворень вихідних даних стосовно пояснюючих змінних : 

      а) замість самих даних узяти їхні відхилення від середніх;

      б) замість абсолютних значень даних взяти відносні значення ;

      в) стандартизувати змінні.


5. Використання додаткової первинної інформації.  
Аналіз і використання первинної додаткової інформації інколи дозволяє зняти проблему мультиколінеарності.

 Приклад:   Нехай маємо наступну модель :
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де y - споживання;   x1 - доход;  x2- багатство. Відомо, що доход і багатство є висококолінеарними факторами. Припустимо, додатково відомо, що зв’язок між ними є таким, що      
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 ,   тоді модель (10) можна переписати у вигляді: 
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де    
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.  Звідси ми можемо знайти оцінку параметра  β1 , а потім і β2, виходячи з наведеної вище апріорної залежності між цими параметрами. Як отримується апріорна інформація ? Як правило, вона спирається на економічну теорію.

Якщо ж жодний з розглянутих способів не дає змоги позбутися мультиколінеарності, для оцінювання параметрів моделі застосовують такі методи, як метод головних компонентів, факторний аналіз, гребенева регресія.       

ВИСНОВКИ

1. Мультиколінеарність пояснюючих змінних – явище, з яким часто приходиться мати справу при застосуванні в економетричному аналізі багатофакторної лінійної моделі. 

2. Мультиколінеарність пов’язана з порушенням припущення класичного лінійного регресійного аналізу про незалежність між пояснюючими змінними моделі і означає існування у багатофакторній лінійній регресійній моделі лінійної функціональної залежності, або сильної  кореляції між двома чи більше пояснюючими (незалежними) змінними .

3. Суть мультиколінеарності полягає у неможливості статистично оцінити і обґрунтувати вплив кожної пояснюючої змінної на залежну зміну моделі, що ,в свою чергу, робить ненадійною економічну інтерпретацію оціненого рівняння регресії.

4. Розрізняють повну(довершену) і неповну(недовершену) мультиколінеарність. При повній мультиколінеарності пояснюючих змінних між ними існує строгий лінійний функціональний зв'язок, при неповній – між пояснюючими змінними існує тісний лінійний кореляційний зв'язок.

5. Мультиколінеарність може виникнути за різних умов. Основними причинами такого явища є існування глобальної тенденції одночасної зміни економічних показників і застосування в економетричних моделях лагових змінних.

6. Основними наслідками мультиколінеарності є :

· неможливість оцінити параметри моделі 1 МНК – у випадку повної мультиколінеарності ;

· зміщенність і неефективність 1 МНК-оцінок параметрів моделі, зростання їх інтервалів  довіри і чутливість до розміру вибірки - у випадку неповної мультиколінеарності .

7. Основними ознаками мультиколінеарності є :

· високе значення коефіцієнтів парної кореляції або часткових коефіцієнтів кореляції між пояснюючими змінними ;

· мале, близьке до нуля значення визначника кореляційної матриці ;

· високе значення коефіцієнта детермінації R2 і незначимість t – статистики.

8. Найповніше дослідити модель на мультиколінеарність можна за допомогою тесту Фаррара-Глобера.

9. Основними шляхами усунення мультиколінеарності є :

· вилучення змінної(або змінних) з моделі ;

· зміна аналітичної форми економетричної моделі ;

· збільшення спостережень ;

· перетворення статистичних даних ;

· використання додаткової первинної інформації.

Тема 6   Гетероскедастичність
План теми
1. Визначення гетероскедастичності, її природа та наслідки.

2. Тестування наявності гетероскедастичності.

3. Оцінювання параметрів моделі у разі гетероскедастичності.

4. Верифікація економетричної моделі і прогнозування у випадку гетероскедастачності.

1. Визначення гетероскедастичності, її природа та наслідки


Одним з основних припущень класичної лінійної регресії, яке дозволяє коректно застосувати для оцінювання параметрів моделі 1МНК, є припущення про сталість дисперсії стохастичної складової (i, тобто припущення про гомоскедастичність стохастичної складової економетричної моделі.

(Означення 1 Гомоскедастичністю називається явище, при якому дисперсія стохастичної складової економетричної моделі є сталою (незмінною)  для кожного окремого спостереження або групи спостережень.
Слід зазначити, що гомоскедастичність слід розглядати не тільки як явище, а і як властивість стохастичної складової моделі. Суть гомоскедастичності полягає в тому, що варіація кожної випадкової величини (i  навколо її математичного сподівання не залежить від значення незалежних змінних x. Таким чином дисперсія випадкової величини (i залишається сталою незалежно  від малих чи великих значень факторів, тобто :  
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Графічно випадок гомоскедастичності для простої лінійної регресії можна представити наступним чином (рис. 1). Як видно з цього рисунку гомоскедастичність характеризується тим, що випадкові відхилення залежної змінної моделі y від прямої регресії, які характеризують дисперсію величини (i , розташовані в межах деякого шару сталої ширини. Таким чином дисперсія стохастичної складової моделі ( не змінює свого значення при переході від малих значень пояснюючої змінної x  до великих і залишається сталою в усьому діапазоні зміни значень пояснюючої змінної. Такий же ефект спостерігається і у випадку множинної регресії.

Рис. 1.  Випадок гомоскедастичності 

Формалізовано припущення про гомоскедастичність (сталість) стохастичної складової, як це вже наводилося раніше у темі 2, має вигляд :
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або у матричній формі 
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де ( – одинична матриця розміру n(n, а вираз 
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 визначає коваріаційну, а точніше дисперсійно-коваріаційну матрицю випадкової величини ( .
Дійсно маємо :
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або застосувавши до матриці оператор математичного сподівання отримаємо :
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( 3 )

Матриця, наведена у виразі ( 3 ) називається дисперсійно-коваріаційною матрицею випадкової величини ( (стохастичної складової моделі).  Діагональними елементами цієї матриці є дисперсії випадкової величини  ( у кожному спостереженні , а всі інші – коваріаціями. З огляду на сталість дисперсії стохастичної складової моделі у випадку гомоскедастичності і відсутність автокореляції залишків (нульова коваріації залишків) вираз ( 3 ) можна подати у вигляді 
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 що відповідає виразу ( 2 ).

Якщо припущення про гомоскедастичнічть не виконується, то має місце гетероскедастичність.

(Означення 2 Гетероскедастичністю називається явище, при якому дисперсія стохастичної складової моделі змінює своє значення від одного спостереження до іншого, або від однієї групи спостережень від другої
Суть гетероскедастичності полягає в тому, що значення дисперсії випадкової величини (і залежить від значень незалежної змінної x, тобто у цьому випадку можна записати:
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( 4 )

Графічно випадки гетероскедастичності для випадку простої лінійної регресії можна представити таким чином (рис. 2):

 



Рис. 2.  Випадки гетероскедастичності 

Як формально подається явище гетероскедастичності? Оскільки у цьому випадку, як і випадку гомоскедастичності, коваріації випадкових величин (i  дорівнюють нулю (внаслідок відсутності автокореляції залишків), а дисперсії змінюються від одного спостереження до іншого  вираз ( 3 ) можна представити  наступним чином:
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або 
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де 
[image: image381.wmf]2

s

- деяка невідома константа , S – відома квадратна діагональна додатньо визначена матриця розмірністю n(n. 

З явищем гетероскедастичності приходиться часто зустрічатися у багатьох економетричних дослідженнях. Наявність гетероскедастичності можна прогнозувати при відповідному досвіді і виходячи з аналізу економічних показників, які включаються до економетричної моделі. Прикладом економетричні моделі, для якої скоріш за все буде існувати проблема гетероскедастичності є наступна модель:
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де :
у – заощадження домогосподарства, х – дохід домогосподарства. У цьому випадку можна очікувати, що сім’ї з більшим доходом покажуть більшу варіацію у своїй поведінці заощаджень, ніж сім’ї з низьким доходом.

У випадку гетероскедастичності у принципі неможливо використовувати звичайні формули для знаходження оцінок 
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 дисперсії параметрів моделі, оскільки дисперсія залишків 
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 в умовах гетероскедастичності не є сталим числом, а змінюється із зростанням значень незалежних змінних х. Внаслідок цього разом із зміною значення незалежних змінних х буде змінюватися і дисперсія оцінок параметрів 
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Оцінки параметрів моделі, отримані 1МНК в умовах гетероскедастичності будуть незміщеними, обґрунтованими, але неефективними, тобто вони будуть мати велику дисперсію, внаслідок чого вони не-будуть BLUE – оцінками. Використання таких оцінок призводить до наступних негативних наслідків :

· збільшення інтервалів довіри параметрів; 

· помилки при використані t-тестів і F-тестів ;

· неефективність прогнозів, тобто отримання прогнозів з дуже великим інтервалом довіри  .

Зрозуміло, що гетероскедастичність є серйозною проблемою, тому необхідно вміти її виявляти і робити оцінювання параметрів іншими методами.



( Зауваження 1. Гетероскедастичність, як і мультиколінеарність не завжди є такою поважною проблемою, щоб прикладати суттєві зусилля щодо її виявлення і усунення. Все залежить від мети економетричного дослідження.

Якщо єдиною метою економетричного аналізу є оцінювання параметрів моделі і їх економічна інтерпретація то наявність гетероскедастичності не створить проблем, оскільки 1 МНК-оцінки у цьому випадку,як вже відмічалося, будуть незміщеними.

Якщо ж метою економетричного дослідження є прогнозування , то у цій ситуації гетероскедастичність  є поважною проблемою, оскільки суттєво збільшить прогнозні інтервали залежної змінної моделі. 



2. Тестування наявності гетероскедастичності

Як і у випадку мультиколінеарності немає єдиних правил і методів для виявлення гетероскедастичності, а є різноманітні тести. До основних з них належать наступні тести :

1) тест на основі графічного аналізу залишків.

2) тест на основі М-критерію ;

3) тест Глейсера ;

4) тест на основі коефіцієнта рангової кореляції Спірмена ;

5) параметричний тест Голдфелда – Квондта ;

6) непараметричний тест Голдфелда – Квондта ;

2.1.   Тестування гетероскедастичності на основі графічного аналізу залишків

Цей тест є найпростішим з усіх і достатньо наочним, оскільки дає можливість візуально визначити наявність гетероскедастичності. Тест умовно можна розбити на два етапи.

На першому етапі на основі статистичної вибірки і припущень про відсутність гетероскедастичності будується класична економетрична модель і обчислюються залишки 
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 На другому етапі виконуються дослідження квадратів залишків 
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 і робиться висновок про наявність або відсутність гетероскедастичності. Для цього будуються графіки різних типів.  Для парної лінійної моделі будується графік 
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. Для моделі багатофакторної лінійної регресії найбільш розповсюдженими є графіки залежності  
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, де xj – пояснююча змінна, яка гіпотетично може впливати на дисперсію залишків. Якщо неможливо однозначно визначитися з такою змінною графіки 
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 будуються для всіх пояснюючих змінних моделі. Метою побудови таких графіків є встановлення наявності або відсутності систематичності у зміні квадратів залишків e2 при зміні значення залежної змінної моделі y , або пояснюючої змінної xj. Звичайно 
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- це тільки оцінки невідомих 
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, але вони можуть успішно використовуватися, особливо при великих вибірках.

Досліджуючи  
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можна отримати наступні  види графіків, які наведені на рис. 3.







      Рис. 3.  Типи графіків квадратів залишків


На рис. 3,а всі квадрати залишків знаходяться всередині шару постійної ширини, яка паралельна осі абсцис. Це свідчить про незалежність 
[image: image395.wmf]2
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e

від залежної змінної y або пояснюючої змінної xj і їх сталості, тобто у цьому випадку виконуються умови гомоскедастичності.


На рис. 3,б – г спостерігаються систематичні зміни у співвідношенні між значеннями  y ( або xj ) і квадратами залишків 
[image: image396.wmf]2
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. На рис. 3,б і 3,в відображена лінійна, а на рис.3,г – квадратична залежності між квадратами залишків і значеннями залежної або пояснюючої змінної моделі. Таким чином, ситуації , представлені на 3,б – г, свідчать про наявність у цих випадках гетероскедастичності.



( Зауваження 2. Графічний метод дає можливість не тільки виявити гетероскедастичність, але й зробити висновок щодо самої форми зв’язку між дисперсією залишків і пояснюючими змінними моделі, що особливо важливо для побудови моделі при наявності гетероскедастичності.



2.2.  Параметричний тест Голдфелда-Квондта

Цей тест застосовується в основному для невеликих вибірок. В основу цього тесту покладено припущення, що дисперсія залишків зростає пропорційно до квадрату однієї з пояснюючих змінних xj, тобто розглядається випадок коли 
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s

- невідомий коефіцієнт пропорційності (константа). Залишки, при цьому розподілені за нормальним законом і некорельовані.

Алгоритм тесту

Крок 1. Виконується впорядкування (ранжування) спостережень у статистичній вибірці в порядку зростання (або спаду) значень пояснюючої змінної xj.

Крок 2. З усіх спостережень впорядкованої вибірки відкидається с спостережень, які містяться у центрі вибірки. Ця кількість згідно рекомендацій авторів тесту визначається із співвідношення 
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У результаті цього утворюються дві підвибірки розміром 
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Крок 3.  Для кожної підвибірки на основі 1МНК будується окрема регресійна модель.

Крок 4. Для кожної підвибірки визначається сума квадратів залишків SSE1 і SSE2:
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де е1,i – залишки для першої моделі (побудованої на основі першої підвибірки), е2,i –залишки для другої моделі(побудованої на основі другої підвибірки) .

Крок 5.  Для порівняння зазначених дисперсій обчислюється наступна F – статистика (критерій Фішера ) :
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яка порівнюється з табличним значення F – критерію Fтабл,, що визначається за статистичними таблицями F – розподілу Фішера для заданого рівня значимості ( і ступенів вільності 
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, де n – загальна кількість спостережень, k – кількість параметрів моделі, с – кількість відкинутих спостережень.

Якщо виконується умова F* > Fтабл, то гетероскедастичність присутня. У протилежному випадку маємо випадок гомоскедастичності.  Слід зазначити, чим більше значення критерію F, обчисленому за виразом ( 8 ), тим більше ефект гетероскедастичності стохастичної складової моделі.



( Зауваження 3. Якщо важко апріорі визначити пояснюючу змінну хі, яка впливає на залишки, тест Голдфелда-Квондта потрібно застосувати по черзі до кожної незалежної змінної моделі окремо.



3. Оцінювання параметрів моделі у разі гетероскедастичності

Економетрична модель, якій притаманна гетероскедастичність є узагальненою моделлю, і для оцінювання її параметрів використовується так званий узагальнений метод найменших квадратів (УМНК) , або метод Ейткена. Свою назву метод отримав внаслідок його застосування для оцінювання параметрів моделі, для якої  дисперсійно-коваріаційна матриця стохастичної складової моделі приймається у найбільш  загальному вигляді   ( 3 ), тобто допускається одночасно і гетероскедастичність і автокореляція залишків. 

В основу методу Ейткена покладено  ідею трансформації економетричної моделі, якій притаманна гетероскедастичність у класичну гомоскедастичну с подальшим застосуванням до такої трансформованої моделі процедури          1 МНК для оцінювання параметрів узагальненої моделі, якій притаманна гетероскедастичність. Трансформація вихідної моделі у гомоскедастичну відбувається шляхом корегування вихідної статистичної інформації стосовно змінних моделі. Спосіб і форма корегування вихідних даних визначаються,  при цьому , формою залежності дисперсії стохастичної складової ( від тієї чи іншої пояснюючої змінної моделі.

Розглянемо більш докладно цей метод. Нехай є економетрична модель
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для якої 
[image: image406.wmf]S

)

(

M

2

×

s

=

e

¢

e

, де 
[image: image407.wmf]2

s

- як і раніше, деяка невідома константа , S – відома квадратна додатньо визначена матриця розмірністю n(n, яка у випадку гетероскедастичності ,як показано раніше, є діагональною матрицею і  має наступний вигляд :
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де 
[image: image409.wmf]n

,

,

2

,

1

i

,

i

K

=

l

 - власні значення цієї матриці.

Оскільки матриця S симетрична і додатньо визначена, то використовуючи теорію матриць її можна подати у наступному вигляді:
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де матриця P є не виродженою і має вигляд
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а обернена до неї відповідно :



[image: image412.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

l

l

l

=

-

n

2

1

1

0

0

0

0

0

0

P

L

L

L

L

L

L

L

.
( 14 )

Базуючись на особливостях матриць S i P запишемо деякі співвідношення між ними і оберненими до них :
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Помноживши рівняння ( 10 ) на матрицю P-1, дістанемо :
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Введемо наступні позначення : 
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Тоді модель матиме вигляд:
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Використовуючи ( 16 ) можна показати, що для цієї перетвореної моделі гетероскедастичність відсутня, оскільки
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що дає змогу застосувати до трансформаційної моделі (18) 1МНК . Тоді отримаємо :
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або з врахуванням ( 16 ) остаточно  
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Таким чином, якщо матриця S відома, за формулою ( 19 ) можна завжди обчислити  оцінки параметрів моделі у разі гетероскедастичності. Проблема полягає у визначені власних Оскільки дійсні значення випадкової величини ( ,як правило невідомі, значення (і у матриці S можна обчислити користуючись різними гіпотезами відносно зв’язку дисперсії 
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 і деякої пояснюючої змінної хj. В основному при цьому використовуються наступні 2 гіпотези.

Гіпотеза 1. Дисперсія залишків пропорційна до зміни пояснюючої змінної  хj -  
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Гіпотеза 2.  Дисперсія залишків пропорційна до зміни квадрату пояснюючої змінної  хj -   
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. Величини (і визначається для цієї гіпотези як:
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4.  Верифікація економетричної моделі і прогнозування у випадку гетероскедастачності.


Оцінки (19) , отримані методом Ейткена, є BLUE – оцінками і мають дисперсійно - коваріаційну матрицю



[image: image426.wmf]1

1

2

)

X

S

X

(

)

b

cov(

var

-

-

e

¢

s

=

-

)

 
( 22 )

Незміщена оцінка дисперсії залишків 
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 визначається для цього випадку наступним чином:
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де e – вектор залишків моделі, параметри якої обчислені за 1 МНК.

Таким чином у випадку гетероскедастичності, якщо відома матриця S, оцінки параметрів узагальненої моделі можна визначити методом Ейткена (УМНК) за формулою ( 19 ), оцінку дисперсії залишків 
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 за формулою (23), а оцінки дисперсій параметрів моделі – з дисперсійно-коваріаційної матриці  ( 22 ). Це дає можливість у подальшому застосувати t – статистику для перевірки статистичної значимості параметрів моделі і побудови інтервалів довіри для них. 

Що стосується перевірки загальної статистичної значимості моделі , то це можна зробити на основі відомих сум квадратів, розглянутих раніше у дисперсійному аналізі загальної лінійної економетричної моделі. Коли параметри економетричної моделі оцінюються за УМНК дисперсійний аналіз дає наступні суми квадратів :
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де : B – вектор оцінок параметрів моделі, отриманих узагальненим методом найменших квадратів (УМНК), e – вектор залишків моделі, параметри якої обчислені за 1 МНК , Y – вектор спостережень за залежною змінною моделі, X  - матриця спостережень за пояснюючими змінними моделі, S – матриця     ( 11 ).

Використовуючи зазначені суми квадратів можна визначити множений (або парний) коефіцієнт детермінації, множинний (або парний) коефіцієнт кореляції і перевірити побудовану модель за F – критерієм на статистичну значимість у цілому.


Найкращий незміщений лінійний точковий прогноз у випадку гетероскедастичності   обчислюється за наступною залежністю :
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де: B – вектор оцінок параметрів моделі, отриманих узагальненим методом найменших квадратів (УМНК); 
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 – останній параметр з матриці S (для останнього спостереження у вибірці); 
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 - залишок в останньому спостережені, обчислений для моделі, параметри якої оцінені на основі 1МНК; 
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 - вектор прогнозних значень пояснюючих змінних моделі.

Інтервальні прогнози у випадку гетероскедастичності обчислюються за наступними залежностями :

· інтервальний прогноз для індивідуального значення залежної змінної
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· інтервальний прогноз для математичного сподівання залежної змінної
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ВИСНОВКИ

1. При побудові економетричних моделей часто приходиться стикатися з порушенням другої умови застосування 1МНК – умови про сталість дисперсії стохастичної складової моделі у всіх спостереженнях, яка математично має вигляд  
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. У цьому випадку маємо справу з явищем гетероскедастичності залишків,  суть якого полягає у тому, що дисперсія стохастичної складової економетричної моделі змінюється від одного спостереження до іншого, або від однієї групи спостережень  до іншої.

2. На відміну від мультиколінеарності і автокореляції залишків не існує чітких причин виникнення цього явища.

3. Гетероскедастичність залишків є негативним явищем і ускладнює економетричних аналіз. Оцінювання параметрів узагальненої економетричної моделі у випадку гетероскедастичності дає неефективні оцінки параметрів моделі, що призводить до наступних наслідків :

1) завищені значення дисперсії параметрів моделі ;

2) помилки при використанні t – тестів і F – тестів ;

3) неефективність прогнозів, тобто отримання прогнозів з дуже великим прогнозним інтервалом.

4. Для тестування гетероскедастичності використовуються наступні статистичні тести :
1) тест на основі графічного аналізу залишків.;

2) тест на основі М-критерію ;

3) тест Глейсера ;

4) тест на основі коефіцієнта рангової кореляції Спірмена ;

5) параметричний тест Голдфелда – Квондта ;

6) непараметричний тест Голдфелда – Квондта ;

5. Для оцінювання параметрів економетричних моделей у разі гетероскедастичності використовується узагальнений метод найменших квадратів (метод Ейткена) .

6. Метод Ейткена базується на попередній трансформації економетричної моделі, якій притаманна гетероскедастичність у класичну гомоскедастичну с подальшим застосуванням до такої трансформованої моделі процедури          1 МНК для оцінювання параметрів узагальненої моделі, якій притаманна гетероскедастичність. Оператор оцінювання параметрів моделі має при цьому наступний вигляд :
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Матрицю S можна обчислити користуючись різними гіпотезами відносно зв’язку залишків і деякої пояснюючої змінної хj. 

7. Отримані за методом Ейткена оцінки параметрів моделі мають усі властивості BLUE – оцінок і характеризуються наступною дисперсійно-коваріаційною матрицею 
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8. Найкращий незміщений лінійний точковий прогноз у випадку гетероскедастичності обчислюється за наступною залежністю :
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де: B – вектор оцінок параметрів моделі, отриманих узагальненим методом найменших квадратів (УМНК); 
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 – останній параметр з матриці S (для останнього спостереження у вибірці); 
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 - залишок в останньому спостережені, обчислений для моделі, параметри якої оцінені на основі 1МНК; 
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 - вектор прогнозних значень пояснюючих змінних моделі.

9. Інтервальні прогнози у випадку гетероскедастичності обчислюються за наступними залежностями :

· інтервальний прогноз для індивідуального значення залежної змінної



[image: image446.wmf](

)

pr

1

1

pr

ε

2

α

pr

pr

X

X

S

X

X

1

t

y

y

-

-

¢

¢

+

s

×

±

=

)

)

;


· інтервальний прогноз для математичного сподівання залежної змінної
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10. У випадку гетероскедастачності параметри економетричної моделі приходиться оцінювати двічі. 

Спочатку це робиться на основі 1МНК і отримані при цьому оцінки і рівняння регресії використовуються тільки для обчислення вектору залишків. Цей вектор залишків у подальшому використовується як в процесі верифікації моделі формула (23),  так і у процесі прогнозування ( формула (27) ).

Другий раз це робиться на основі методу Ейткена, який дає BLUE – оцінки параметрів моделі. Ці оцінки і відповідне рівняння регресії  використовуються у подальшому при поданні моделі, верифікації моделі, економіко-математичному аналізі і прогнозуванні.  

Тема 7       Автокореляція залишків
План теми

1. Визначення автокореляції залишків, її природа, причини виникнення і наслідки.

2. Тестування наявності автокореляції залишків.

3. Оцінювання параметрів економетричних моделей у разі наявності автокореляції залишків.

1.  Визначення автокореляції залишків, її природа, причини виникнення і наслідки .

Одним з основних припущень класичного лінійного регресійного аналізу є припущення про відсутність взаємозв’язку між значеннями стохастичної складової моделі ε  у різних спостереженнях, тобто припущення



[image: image448.wmf](

)

j

i

,

0

,

cov

j

i

¹

=

e

e

.
( 1 )

Якщо це припущення порушується виникає явище, яке носить назву автокореляції залишків.

(Означення 1. Автокореляцією залишків називається залежність між послідовними значеннями стохастичної складової моделі .

У випадку автокореляції залишків маємо :
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і ,як у випадку гетероскедастичності, формально можна записати :
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де 
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- деяка невідома константа, S – відома квадратна, додатньо визначена  матриця розмірністю n×n. Але на відміну від випадку гетероскедастичності матриця S не є діагональною, а є повною, діагональ якої містить одиниці, оскільки дисперсія випадкової величини ε у цьому випадку є сталою, а інші елементи, як було показано у попередній темі представляють собою ненульові коваріації значень випадкової величини ε у різних спостереженнях. Слід також зазначити ,що вигляд і „наповнення” матриці S залежить від виду залежності між залишками.

У загальному випадку залежність між значеннями  стохастичної складової ε у різних спостереженнях для випадку автокореляції можна подати наступним чином :
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де : ρ1, ρ2, ... ,ρs – коефіцієнти автокореляції 1,2 і s-го порядку відповідно ; ui – випадкова величина, яка відповідає усім припущенням класичного лінійного регресійного аналізу – тобто вона розподілена за нормальним законом із сталою дисперсією і має нульове математичне сподівання.


Найпростішим і найбільш поширеним випадком автокореляції залишків є випадок ,коли залежність між послідовними значеннями стохастичної складової  описується так званою авторегресійною схемою першого порядку – AR(1) яка має наступний вигляд :
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Якщо ρ додатне ( ρ>0 ), то автокореляція залишків є позитивною, якщо ρ від’ємне ( ρ<0 ), то автокореляція залишків є негативною. При ρ=0 автокореляція залишків відсутня.


Графічно випадки позитивної і негативної автокореляції залишків, а також її відсутності можна представити наступним  чином (рис. 1).

                                                                                         

Рис. 1.  Графічна ілюстрація автокореляції залишків


Коефіцієнт автокореляції ρ у виразі ( 5 ) не може бути визначеним безпосередньо, оскільки неможливо визначити дійсні (у генеральній сукупності спостережень) значення випадкової величини εi  . Але його можна оцінити звичайним методом найменших квадратів (1МНК ) на основі відомих залишків для статистичної вибірки. Тоді отримаємо :
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На практиці ж замість ( 6 ) частіше обчислюють наступну оцінку коефіцієнта автокореляції ρ :
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Оцінку ( 7 ) називають ще циклічним коефіцієнтом автокореляції.
Автокореляція залишків найчастіше спостерігається у наступних двох випадках :
1) коли економетрична модель будується на основі часових рядів (у цьому випадку, якщо існує кореляція між послідовними значеннями деякої незалежної змінної, то буде спостерігатися і кореляція між послідовними значеннями стохастичними складової ε, особливо ,якщо використовуються лагові змінні ) ;
2) коли допущена помилка специфікації економетричної моделі – до моделі не включена істотна пояснююча змінна.

При наявності автокореляції залишків в принципі можливо оцінити параметри узагальненої економетричної моделі звичайним однокроковим методом найменших квадратів (1МНК). Але отримані при цьому оцінки параметрів моделі не будуть  BLUE – оцінками, оскільки хоча вони і будуть незміщеними, обґрунтованими, але вони ,як і у випадку гетероскедастичності будуть неефективними. Негативними наслідками цього, як і у випадку гетероскедастичності, буде :

1) завищені значення дисперсії параметрів моделі ;

2) помилки при використанні t – тестів і F – тестів ;

3) неефективність прогнозів, тобто отримання прогнозів з дуже великою дисперсією.

2.  Тестування наявності автокореляції залишків
Оскільки автокореляція є негативним явищем потрібно вміти його тестувати. На даний час найбільш розповсюдженими тестами ,які використовуються для тестування автокореляції залишків є наступні статистичні тести :

1) тест Дарбіна - Уотсона ;

2) тест фон Неймана ;

3) тест на основі нециклічного коефіцієнта автокореляції ;

4) тест на основі циклічного коефіцієнта автокореляції .

Найбільш відомим і поширеним тестом перевірки моделі на наявність автокореляції залишків є тест Дарбіна-Уотсона. Цей тест використовується для авторегресійних схем 1-го порядку і має наступний алгоритм .
Алгоритм тесту Дарбіна - Уотсона

Крок 1.  Виходячи з відсутності автокореляії залишків на основі     1 МНК будується економетрична модель і обчислюються її залишки 
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Крок 2.  Розраховується статистика (критерій) Дарбіна-Уотсона за наступною залежністю :
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Крок 3.  Задаючись рівнем значимості (, для числа факторів моделі m і числа спостережень n за статистичними таблицями DW -  розподілу Дарбіна-Уотсона визначаються два значення dL , і dU.

Крок 4.  Будуються зони автокореляціонного зв’язку ,які схематично можна представити у наступному вигляді :






Рис. 2.  Зони автокореляційного зв’язку

Крок 5.  На основі розрахункового значення критерію DW робиться висновок про наявність або відсутність автокореляції залишків :

· якщо 
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· якщо 
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 - це свідчить про наявність негативної автокореляції залишків;

· якщо 
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· якщо 
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3. Оцінювання параметрів ЕКОНОМЕТРИЧНИХ моделЕЙ у разі наявності Автокореляції залишків
 Для оцінювання параметрів економетричних моделей з автокорельованими залишками в основному використовуються наступні методи:

1) метод Ейткена (УМНК) ;

2) метод перетворення вихідної інформації ;

3) метод Кочрена – Оркатта ;

4) метод Дарбіна .

Перші два методи використовуються у випадку, коли залишки задовольняють авторегресійній схемі першого порядку, третій і четвертий можна застосовувати тоді, коли залишки описуються авторегресійною схемою вищого порядку.

Розглянемо докладніше метод Ейткена (узагальнений метод найменших квадратів). Цей метод як і у випадку гетероскедастачності базується на перетворенні вихідної моделі з урахуванням коваріації залишків (дисперсійно-коваріаційної матриці залишків) у модель без корельованих залишків, до якої потім застосовується оператор оцінювання  1 МНК.

Нехай в економетричній моделі 
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 випадкова величина задовольняє авторегресійній схемі першого порядку 
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, де ui – нормально розподілені залишки. Тоді оператор оцінювання параметрів моделі, як і випадку гетероскедастичності,  буде мати вигляд :



[image: image464.wmf](

)

Y

S

X

X

S

X

B

1

1

1

-

-

-

¢

¢

=

 , 
( 9 )

де матриця S має вигляд :
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Параметр ρ наближено можна визначити на основі залишків вибіркової моделі, оціненої за звичайним 1МНК. З цією метою розраховується так званий скоригований циклічний коефіцієнт кореляції :
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Тоді параметри  ρ дорівнюю 
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( Зауваження 1. Оскільки коваріація залишків  
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 у матриці S при α >2 часто наближається до нуля, у практичних розрахунках зразу ж можна визначити матрицю S-1, обернену до матриці S :
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Використання виразу ( 13 ) значно полегшує і прискорює розрахунки оцінок параметрів моделі.

 ( Зауваження 2. Оцінки параметрів узагальненої економетричної моделі з автокорельованими залишками, отримані методи Ейткена є ВLUЕ - оцінками. 



Незміщена оцінка дисперсії залишків 
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, дисперсійно-коваріаційна матриця оцінок параметрів моделі, а також відповідні суми квадратів SST, SSR, SSE у цьому випадку можна обчислити за такими ж формулами, як і у випадку гетероскедастичності .


Найкращий незміщений лінійний точковий прогноз у випадку автокореляції залишків обчислюється за наступною залежністю :
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де: B – вектор оцінок параметрів моделі, отриманих узагальненим методом найменших квадратів (УМНК); ρ – параметр з матриці S ; 
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 - залишок в останньому спостережені, обчислений для моделі, параметри якої оцінені на основі УМНК; 
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X

 - вектор прогнозних значень пояснюючих змінних моделі.

Інтервальні прогнози у випадку автокореляції залишків обчислюються за такими ж самими залежностями, як і у випадку гетероскедастичності. 

ВИСНОВКИ

1. При побудові економетричних моделей часто приходиться стикатися з порушенням третьої умови застосування 1МНК – умови про відсутність залежності між залишками моделі, яка математично має вигляд   
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. У цьому випадку маємо справу з явищем автокореляції залишків,  суть якого полягає у залежності між послідовними значеннями стохастичної складової моделі або залишків у статистичній вибірці.

2. Причиною виникнення автокореляції залишків є:

1) застосування для побудови економетричної моделі часових рядів ;

2) помилкова специфікація моделі, пов’язана з невключенням до  моделі істотної пояснюючої змінної . 

3. Автокореляція залишків є негативним явищем і ускладнює економетричних аналіз. Оцінювання параметрів узагальненої економетричної моделі з автокорельованими залишками дає неефективні оцінки параметрів моделі, що призводить до наступних наслідків :

1) завищені значення дисперсії параметрів моделі ;

2) помилки при використанні t – тестів і F – тестів ;

3) неефективність прогнозів, тобто отримання прогнозів з дуже великою дисперсією.

4. Для тестування автокореляції залишків використовуються, в основному,  наступні статистичні тести :

1) тест Дарбіна - Уотсона ;

2) тест фон Неймана ;

3) тест на основі нециклічного коефіцієнта автокореляції ;

4) тест на основі циклічного коефіцієнта автокореляції .

5. Для оцінювання параметрів економетричних моделей з автокорельованими залишками в основному використовуються наступні методи:

1) метод Ейткена (УМНК) ;

2) метод перетворення вихідної інформації ;

3) метод Кочрена – Оркатта ;

4) метод Дарбіна .

Перші два методи використовуються у випадку, коли залишки задовольняють авторегресійній схемі першого порядку, третій і четвертий можна застосовувати тоді, коли залишки описуються авторегресійною схемою вищого порядку.

6. Метод Ейткена, як і випадку гетероскедастичності, базується на скоригованих вихідних даних з урахуванням коваріації залишків. Оператор оцінювання параметрів моделі має при цьому такий самий вигляд, як і випадку гетероскедастичності :
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Матриця S формується на основі попередньо обчислених залишків моделі, параметри якої оцінені 1 МНК.

7. Перевірка якості і статистичної значимості економетричної моделі з автокорельованими залишками виконується так само, як і у випадку гетероскедастичності.


Найкращий незміщений лінійний точковий прогноз у випадку автокореляції залишків обчислюється за наступною залежністю :
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де: B – вектор оцінок параметрів моделі, отриманих узагальненим методом найменших квадратів (УМНК); ρ – параметр з матриці S ; 
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 - залишок в останньому спостережені, обчислений для моделі, параметри якої оцінені на основі УМНК; 
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 - вектор прогнозних значень пояснюючих змінних моделі.

Інтервальні прогнози у випадку автокореляції залишків обчислюються за такими ж самими залежностями, як і у випадку гетероскедастачності. 

8. Як і у випадку гетероскедастичності параметри економетричної моделі з автокорельованими залишками необхідно обчислювати двічі.

 Спочатку це робиться на основі 1 МНК і отримані при цьому оцінки і рівняння регресії використовуються тільки для обчислення вектору залишків. Цей вектор залишків у подальшому використовується для тестування моделі на автокореляцію залишків, побудови корегуючої матриці S і частково для  верифікації моделі (визначення величин SST, SSR і SSE).

Другий раз це робиться на основі методу Ейткена, який дає BLUE – оцінки параметрів моделі. Ці оцінки і відповідне рівняння регресії  використовуються у подальшому при поданні моделі, верифікації моделі, економіко-математичному аналізі і прогнозуванні.  

Тема 8   Економетричні моделі динаміки
План теми

1. Загальні поняття і визначення.

2. Оцінювання параметрів дистрибутивно-лагових моделей з кінцевим числом лагів.

3. Оцінювання параметрів моделі нескінченного розподіленого лагу.

4. Оцінювання параметрів авторегресійних моделей.

5. Тестування автокореляції залишків в авторегресійних моделях.

1. Загальні поняття і визначення

У всіх попередніх темах розглядалися економетричні моделі для яких вважалося , що на поточне значення залежної змінної моделі впливають тільки поточні значення пояснюючих (незалежних) змінних.

Але для багатьох економічних процесів, які розвиваються у часі, типовим є той факт, що ефект впливу одного показника на інший виявляється не одразу (не миттєво), а поступово, через деякий період часу – тобто значення залежної змінної y змінюється через деякий проміжок часу після зміни значення деякого фактора x. Таке явище називається лагом (запізненням), а сам проміжок часу між зміною пояснюючої змінної і залежної змінної – часовим лагом.
(Означення 1. Явище, при якому  вплив зміни пояснюючих змінних економетричної моделі на зміну залежної змінної проявляється не миттєво, а з деяким часовим запізненням називається лагом (запізненням).

(Означення 2.  Проміжок часу між зміною значення деякої пояснюючої змінної і зміною значення залежної зміною моделі називається часовим лагом.
Неважко зрозуміти, що при кількісному вимірюванні зв’язку  між такими показниками у якості пояснюючих змінних використовуються не тільки поточні значення змінних, але й деякі попередні за часом значення, а також і сам час. Моделі такого типу називаються динамічними. В свою чергу змінні, вплив яких на ендогенну змінну моделі характеризується деякими запізненнями називається лаговими змінними.

(Означення 3.  Економетричні моделі, в яких у якості пояснюючих змінних використовуються не тільки поточні значення змінних, але й деякі попередні за часом значення, а також і сам час, називаються економетричними моделями динаміки або динамічними моделями.

 (Означення 4.  Змінні економетричної моделі, вплив яких на ендогенну змінну моделі характеризується деякими часовим запізненям, називаються лаговими змінними.

Динамічні моделі поділяються на 2 класи:

1. Моделі розподіленого лагу (дистрибутивно – лагові моделі);

2. Авторегресійні моделі.

(Означення 5. Моделлю розподіленого лагу називається модель, яка у якості лагових змінних містить тільки незалежні (пояснюючі) змінні.

Моделі розподіленого лагу поділяються на 2 види:


а) моделі нескінченного розподіленого лагу;


б) моделі з кінцевим числом лагів.

У загальному випадку модель нескінченого розподіленого лагу для однієї лагової змінної має наступний вигляд:
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де  
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- параметри моделі при лаговій змінній; 
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 – пояснююча  лагова змінна; r – часовий лаг; 
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 - стохастична складова моделі.


Прикладами кількісного взаємозв’язку між економічними показниками, коли виникає необхідність врахування часових лагів є: взаємозв’язок між капітальними вкладеннями (або інвестиціями) і введенням основних фондів, між затратами виробничих ресурсів і обсягом виробництва, між доходом і витратами і т.п.  

Модель з кінцевим числом лагів  у к – періодів у загальному випадку для однієї лагової змінної має наступний вигляд:
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де, к – число часових лагів (періодів, на протязі яких здійснюється вплив пояснюючої лагової змінної 
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 – на ендогенну змінну 
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 у виразах ( 1 ) – ( 4 ) називаються коефіцієнтами  лагу, а послідовність
[image: image489.wmf]{

}

...

,

,

,

2

1

0

b

b

b

=

b

- структурою лагу.
Коефіцієнти лагу 
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 (для кінцевого лагу).

Величини 
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 називаються нормованими (стандартизованими) коефіцієнтами лагу, а послідовність 
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Коефіцієнт 
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називається короткостроковим (або впливовим) мультиплікатором. Він характеризує зміну середнього значення залежної змінної y під впливом одиничної зміни пояснюючої лагової змінної x у той же самий момент часу. Сума коефіцієнтів  
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Приклад 1.  Нехай залежність витрат на споживання від доходу має наступний вигляд :
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де y – витрати на споживання , x – доход. Нехай також часовий лаг у цій моделі становить 1 рік.


Тоді зростання доходу у деякий рік t призведе до зростання витрат на споживання у той же рік на 0,4, на другий – на 0,3 і на третій – ще на 0,2. Таким чином ефект зростання доходу буде проявлятися на протязі 3-х років. Короткостроковий мультиплікатор у цьому випадку дорівнює 0,4. Він представляє ні що інше, як граничну схильність до споживання MPC = 0,4 і характеризує зростання витрат на споживання у той самий рік, що і зростання доходу. Довгостроковий мультиплікатор дорівнює 0,9 і характеризує загальне зростання витрат на споживання на протязі 3-х років.


Структура лагу 
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 характеризує співвідношення у якому розподіляється зростання витрат на споживання при одиничному зростанні доходу у деякий рік t.



( Зауваження 1.  Зазначимо, що у більш загальному випадку до наведених вище дистрибутивно-лагових моделей ( 1 ) – ( 4 ) можуть входити більш ніж одна лагова змінна, а також поточні значення інших пояснюючих змінних, які можуть впливати на залежну змінну моделі. Такі дистрибутивно-лагові моделі прийнято називати узагальненими моделями розподіленого лагу. Оцінювання параметрів таких моделей є більш складним внаслідок необхідності врахування обмежень на коефіцієнти лагу β , які були розглянуто вище.



(Означення 6.  Авторегресійною моделлю – називається модель, яка у якості пояснюючих лагових змінних містить значення залежних змінних.

Прикладом авторегресійної моделі може бути наступна модель:
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Причин виникнення лагів в економіці є достатньо багато і серед них основними є наступні.

1. Психологічні причини. Ці причини пов’язані з інерцією у поведінці людей. Наприклад, люди не одразу змінюють свої споживацькі звички після зниження цін, або підвищення доходів. 

2. Технологічні причини. Наприклад, винахід персональних комп’ютерів не привів до миттєвого витіснення ними великих ЕОМ внаслідок необхідності заміни необхідного програмного забезпечення, яка відбувалася на протязі достатньо великого проміжку часу..

3. Інституціональні причини. Наприклад, контракти між фірмами, трудові договори і угоди, різні форми інших контрактів між юридичними і фізичними особами вимагають деякої постійності на протязі дії контракту, або угоди.

2. Оцінювання  параметрів дистрибутивно – лагових моделей з кінцевим числом лагів

Оцінювання параметрів дистрибутивно – лагових людей з кінцевим числом лагів ( 3 ) реалізується досить просто шляхом приведення їх до моделі лінійної багатофакторної регресії. У цьому випадку треба покласти 
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 і тоді отримуємо  наступну модель:
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Але перш ніж приступати до оцінювання параметрів перетвореної моделі ( 7 ) необхідно теоретично обґрунтувати і перевірити емпірично лаги лагових змінних, які потрібно включити до моделі. 

Для емпіричного обґрунтування лагів використовується так звана взаємна кореляційна функція. Ця функція характеризує тісноту зв’язку кожного елемента вектора залежної змінної 
[image: image512.wmf]t
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 з елементом вектора пояснюючої змінної 
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, зсунутим відносно елементу 
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 на часовий лаг τ (τ = 0, 1, 2,…).

Як функція, взаємна кореляційна функція описує залежність так званого коефіцієнта взаємної кореляції від значення часового лагу τ . Коефіцієнт взаємної кореляції обчислюється за наступною залежністю:
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Таким чином, задаючись рядом значень часового лагу τ (τ = 0, 1, 2, …) за формулою ( 8 ) визначаються відповідні значення коефіцієнта взаємної кореляції R(τ) і будується таблиця значень τ і R(τ). З таблиці вибираються і включаються до моделі ті часові лаги для яких значення  R(τ) є найбільшим і достатньо близькими за модулем до 1. Іноді замість табличного представлення використовується графічне представлення взаємної кореляційної функції, який називається корелограмою. 

Приклад 2.  Нехай для деякої дистрибутивно-лагової моделі в результаті застосування формули ( 8 ) отримана наступна таблиця залежності значень коефіцієнта взаємної кореляції R від значень часового лагу τ (роки).

Значення коефіцієнта взаємної кореляції для різних значень часового лагу

Таблиця 1

	τ (роки)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	R(τ)
	0,80
	0,70
	0,73
	0,95
	0,97
	0,58
	0,20
	-0,20



Як видно з цієї таблиці коефіцієнт взаємної кореляції має два найбільших, достатньо близьких до одиниці, значення 0,95 і 0,97, які відповідають двом значенням часового лагу  τ = 3 і τ = 4. Звідки витікає, що найбільший вплив пояснюючої лагової змінної x на залежну змінну моделі y слід очікувати на третьому і четвертому році. 
Корелограма у цьому випадку буде мати наступний вигляд :



Рис. 1.  Корелограма

Схема застосування статистичної вибірки для обчислення значень коефіцієнта взаємної кореляції для різних значень часового лагу τ  має наступний вигляд ( на прикладі трьох перших значень часового лагу ):
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Динамічна модель розподіленого лагу таким чином буде мати наступний вигляд :
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( Зауваження 2. Застосування наведеної методики ускладнюється як правило наявністю мультиколінеарності. Усунення мультиколінеарності може привести до вилучення з моделі деяких значень лагової змінної, що може спотворити економічний зміст моделі. Тому на практиці для таких моделей частіше приходиться використовувати методи оцінювання дистрибутивно – лагових моделей нескінченого лагу.
3. Оцінювання параметрів моделі нескінченного розподіленого лагу


Модель нескінченого розподіленого лагу ( 1 ) є загальним випадком дистрибутивно-лагових моделей і методи оцінювання її параметрів є більш універсальними.

На даний час при оцінювання параметрів таких моделей існує два підходи:

1) метод послідовного оцінювання ;

2) підхід, якій ґрунтується на попередньому припущенні стосовно структури лагу (підхід Койка і т.і.).

3.1.  Метод послідовного оцінювання дистрибутивно-лагових моделей

Метод було запропоновано Ф. Альтом і Дж. Тінбергеном. Ідея метода полягає  у послідовному оцінюванні параметрів моделі (1) при послідовному збільшенні числа лагів. Процедура оцінювання і збільшення числа лагів припиняється у наступних двох випадках.

1. При додаванні чергового лагу деякий коефіцієнт лагу 
[image: image517.wmf]j

b

 при змінній  
[image: image518.wmf]j

t

x

-

 міняє свій знак на протилежний. Тоді у рівнянні регресії залишаються змінні 
[image: image519.wmf])
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, коефіцієнти при яких знак не поміняли. 

2. При додаванні чергового лагу деякий коефіцієнт лагу 
[image: image520.wmf]j

b

 при змінній 
[image: image521.wmf]j
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x
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 стає статистично незначимим. Тоді у рівнянні регресії залишаються змінні 
[image: image522.wmf])
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, коефіцієнти при яких залишаються статистично значимими.

Запропонований метод є досить простим, але його практичне застосування досить обмежено  внаслідок наступних недоліків:
1) поступове зменшення числа ступенів вільності, яке супроводжується збільшенням стандартних похибок і погіршенням якості оцінок параметрів моделі ;

2) виникнення проблеми мультиколінеарності ;

3)  можливість помилки специфікації моделі внаслідок неправильного визначення числа лагів.

3.1.  Методи, що грунтуються на попередньому припущені стосовно структури лагу 
А.  Підхід Койка.
Для оцінювання параметрів дистрибутивно-лагових моделей Койк ввів припущення, що коефіцієнти лагу 
[image: image523.wmf]j

b

 маючи той самий знак зменшуються у геометричній прогресії:
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де 
[image: image525.wmf]l

 - темп зменшення дистрибутивного лагу: (1 - 
[image: image526.wmf]l

 ) – швидкість пристосування залежної змінної.


Вираз (9) показує, що кожний наступний коефіцієнт 
[image: image527.wmf]b

 менший, ніж попередній, тобто з кожним наступним кроком у минуле вплив часового лагу на залежну змінну 
[image: image528.wmf]t

y

 поступово зменшується, що є досить логічним і ймовірним припущенням стосовно багатьох економічних явищ і процесів. 


Використовуючи вираз (9) модель (1) можна перетворити у наступну:
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Параметри 
[image: image530.wmf]l
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 рівняння (10) можна оцінити методами нелінійного регресійного аналізу, які є достатньо складними і об’ємними, хоча використання ПЕОМ не створює ніяких обчислювальних проблем. Однак більш розповсюдженою і ефективною є схема обчислень на основі перетворення Койка. Суть цього перетворення полягає у наступному. Запишемо вираз (10) для моменту часу 
[image: image531.wmf]1
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 і помножимо ліву і праву частину його на  
[image: image532.wmf]l

. Тоді будемо мати:
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Віднявши (11) від (10) отримаємо:
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)

t

1

t

t

0

t

y

x

1

y

n

+

l

+

b

+

a

l

-

=

-

,
( 12 )

де 
[image: image536.wmf])
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- ковзаюче середнє між 
[image: image537.wmf]t
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 і 
[image: image538.wmf]1
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. Перетворення моделі (1) в (12) називається перетворенням Койка. 


Модель (12) дозволяє аналізувати як короткострокові так і довготривалі властивості змінних. У короткостроковому періоді параметр 
[image: image539.wmf]0

b

 є короткостроковим  мультиплікатором, у довгостроковому періоді – довгостроковим мультиплікатором є вираз 
[image: image540.wmf]l
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Перетворення Койка мають наступні позитивні наслідки:
1) модель незкінченого розподіленого лагу (1) перетворюється на авто регресійну тільки з трьома невідомими параметрами: 
[image: image541.wmf]a

l

,

  і 
[image: image542.wmf]0

b

;

2) знімається проблема мультиколінеарності.

Але при застосуванні перетворення Койка можливі наступні проблеми.
1. Серед пояснюючих змінних у правій частині (12) з’являється стохастична змінна 
[image: image543.wmf]1

t

y

-

, що порушує одне з припущень про не стохастичний характер факторів. Крім цього потрібно тепер перевірити припущення класичного лінійного регресійного аналізу щодо незалежності розподілу  
[image: image544.wmf]1
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 від випадкової величини.

2. Якщо для випадкових величин 
[image: image545.wmf]t
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 і 
[image: image546.wmf]1
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 вихідної моделі (1) і виконується припущення 1 МНК про відсутність авто кореляції залишків, то для випадкової величини 
[image: image547.wmf]t

n

, вочевидь має місце серійна автокореляція залишків. Оскільки наявність у правій частині рівняння (12) лагового значення залежної змінної 
[image: image548.wmf]1
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-

порушує одну з умов d – тесту Дарбіна – Уотсона для тестування автокореляції залишків в таких моделях необхідно застосувати інші тести.



( Зауваження 3.  Модель Койка фактично є послідовною моделлю, оскільки її можна одержати чисто математичним шляхом . Внаслідок цього вона позбавлена будь-якого теоретичного обґрунтування. Але цей розрив можна подолати розглядаючи наступні дві моделі : модель адаптивних очікувань і модель часткового коригування



Б.  Модель адаптивних очікувань

Нехай маємо модель 
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де 
[image: image550.wmf]*
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- не фактичне, а очікуване (довгострокове) значення пояснюючої змінної. Оскільки очікувану змінну 
[image: image551.wmf]*

t

x

 не можна спостерігати безпосередньо, висувається наступна гіпотеза формування очікуваного значення 
[image: image552.wmf]*
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Гіпотеза (14) називається гіпотезою адаптивних очікувань  (або помилкового навчання), а коефіцієнт 
[image: image554.wmf]g

 - коефіцієнт очікування.


Рівняння (14) можна переписати у наступній формі:
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Підставивши (15) в (13) отримаємо:
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Віднявши від рівняння (16) точно таке ж рівняння, але записане для моменту 
[image: image557.wmf]1
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 і помножене на 
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де 
[image: image560.wmf]1
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 . Вираз (17) має назву «модель адаптивних очікувань».


Як видно модель адаптивних очікувань схожа до моделі Койка, вона є авторегресійною і їй притаманні всі ті ж позитивні і негативні моменти, які притаманні моделі Койка. Модель адаптивних очікувань може використовуватись при аналізі залежності споживання від доходу, попиту на гроші або інвестиції від відсоткової ставки і т. і., тобто у тих ситуаціях, коли економічні показники є чутливими до очікувань у майбутньому. 

В.   Модель часткового коригування

Ця модель є ще однією модифікацією моделі Л. Койка і запропонована  М. Нерлоу. У цій моделі у рівнянні регресії замість фактичного значення залежної змінної 
[image: image561.wmf]t

y

 використовується бажане (довгострокове) значення залежної змінної 
[image: image562.wmf]*
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Оскільки бажане гіпотетичне значення 
[image: image564.wmf]*
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 не можна спостерігати безпосередньо, то відносно нього висувається наступна гіпотеза, яка називається гіпотезою часткового коригування (або часткового пристосування ):
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де 
[image: image566.wmf]d

 - коефіцієнт коригування (пристосування).


Перепишемо рівняння (19) у вигляді
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і підставимо у нього вираз (18). Тоді отримаємо :
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Модель (20) називається моделлю часткового коригування. Вона дозволяє визначити короткострокове значення змінної 
[image: image569.wmf]y

, на відміну від рівняння (18). Оцінивши параметри цієї моделі, можна на основі визначеного параметра 
[image: image570.wmf]d

визначити параметри 
[image: image571.wmf]a

і 
[image: image572.wmf]b

 і побудувати модель (18), яка дозволить визначити також довгострокові значення  
[image: image573.wmf]y

.


Модель часткового коригування, як і модель адаптивних очікувань, аналогічна за структурою до моделі Л. Койка. Але на відміну від моделі Койка і моделі адаптивних очікувань лагове значення змінної 
[image: image574.wmf]1
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y

-

 не корелює із залишками 
[image: image575.wmf]t

e

, а сам вираз стохастичної складової має більш простіший вираз, що дає можливість отримати  оцінки параметрів цієї моделі на основі          1 МНК і ці оцінки будуть незміщеними і ефективними.

4. Оцінювання параметрів авторегресійних моделей
Розглянуті вище моделі Койка, модель адаптивних очікувань і часткового коригування можна подати у наступному загальному вигляді:
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Оцінювання параметрів таких моделей 1 МНК дає зміщенні і необґрунтовані оцінки внаслідок наступних двох причин:

1) кореляція між змінною 
[image: image577.wmf]1

t

y

-

 і випадковою величиною 
[image: image578.wmf]t

n

;

2) можливість автокореляції залишків.

Тому для оцінювання параметрів авторегресійних моделей за схемами Койка, адаптивних очікувань і часткового коригування використовуються інші методи. Вибір методу оцінювання, при цьому, залежить від припущень відносно стохастичної складової 
[image: image579.wmf]t

n

.

Гіпотеза 1. Залишкі є випадковими величинами і розподілені нормально, тобто:
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Гіпотеза 2. Залишкі виражені через деякій параметр 
[image: image581.wmf]l

, тобто:
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- залишкі не автокорельовані ;

б)

[image: image584.wmf])
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- залишкі атокорельовані.

Гіпотеза 3. Залишки описуються авторегресійною схемою першого порядку, тобто:
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Перша гіпотеза відповідає моделі часткового коригування, друга – моделі Койка і моделі адаптивних очікувань, третя – не пов’язується ні з жодною з цих моделей. Третя гіпотеза відповідає звичайній авторегресійній моделі ( 2 ), для якої залишки описуються  авторегресійною схемою  першого порядку.

 Якщо відносно залишків приймається  гіпотеза 1, для оцінювання параметрів моделі часткового коригування можна використати 1 МНК і отримані оцінки будуть асимптотично незміщенними, ефективними і обґрунтованими.

Якщо відносно залишків приймається гіпотеза 2а, для оцінювання параметрів моделі Койка і моделі адаптивних очікувань використовується узагальнений метод найменших квадратів (метод Ейткена) .

Якщо відносно залишків приймається гіпотеза 2б, для оцінювання параметрів моделі Койка і моделі адаптивних очікувань використовуються такі методи, як:

· метод Зельнера – Гейсела;

· метод Ейткена;

· метод інструментальних змінних та інші.

Якщо відносно залишків приймається гіпотеза 3, для  оцінювання параметрів авторегресійної моделі використовуються такі методи, як:

· - метод Ейткена;

· - метод інструментальних змінних та інші.

5. Тестування автокореляції залишків в авторегресійних моделях

Оскільки для моделі Койка і моделі адаптивних очікувань можлива автокореляція залишків виникає потреба у її тестуванні.

Для авторегресійних моделей практично неможливе застосування звичайного тесту Дарбіна – Уотсона на основі статистики DW, оскільки у правій частині моделі присутнє лагове значення залежної змінної 
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. Це призводить до того, що навіть при наявності автокореляції залишків значення DW достатньо близьке до 2, що за критерієм Дарбіна – Уотсона рівнозначно відсутності автокореляції.

Для тестування автокореляції залишків в авторегресійних моделях Дарбін запропонував власний тест серійної колекції (першого порядку) для великих вибірок на основі наступної h – статистики:
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 де n – розмір вибірки, D(q) – дисперсія оцінки коефіцієнта 
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 при лаговій змінній 
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- оцінка коефіцієнта автокореляції першого порядку, яка на практиці, зазвичай, обчислюється за наступною залежністю:
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Алгоритм тесту.

1. За 1 МНК оцінюється модель (21) .

2. Обчислюється значення 
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3. Обчислюється значення DW .

4. За формулою ( 23 ) обчислюється значення 
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 . 

5. За формулою ( 22 ) обчислюється статистика h . 

6. Для прийнятого рівня значимості 
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 за статистичними таблицями стандартизованого нормального розподілу визначається критична точка 
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 - функція Лапласа .

7. Якщо 
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-автокореляція присутня, якщо 
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- автокореляція відсутня.

ВИСНОВКИ

1. Для багатьох економічних явищ і процесів типовим є факт, що ефект від впливу одного показника на інший виявляється не відразу, а поступово тільки через деякий період часу. Це явище носить назву лагу (запізнення). Причинами виникнення часових лагів в економіці  є в основному психологічні, технологічні та інституційні причини.

2. Для врахування лагів в економетричних моделях при вимірювання кількісного зв’язку між економічними показниками до моделі потрібно включати не тільки поточні значення змінних, але й деякі попередні за часом значення, а також і сам час. Моделі такого типу в економетрії прийнято називати моделями динаміки (динамічними моделями). Змінні, вплив яких на ендогенну змінну моделей динаміки характеризується деякими запізненнями мають назву лагових змінних.

3. Економетричні моделі динаміки поділяються на дистрибутивно-лагові моделі (моделі розподіленого лагу) і авторегресійні моделі.

4. Дистрибутивно-лагові моделі включають в себе у якості лагових змінних тільки незалежні (пояснюючі) змінні.

5. Авторегресійні моделі у якості лагових змінних включають в себе як незалежні (пояснюючі) змінні так і залежні (пояснювані) змінні моделі.

6. Дистрибутивно-лагові моделі поділяються в залежності від кількості врахованих часових лагів на моделі нескінченого розподіленого лагу і моделі з кінцевим числом лагів.

7. Оцінювання параметрів дистрибутивно – лагових людей з кінцевим числом лагів реалізується шляхом приведення їх до моделі лінійної багатофакторної регресії з подальшим застосуванням 1 МНК. Попередньо необхідно теоретично обґрунтувати і перевірити емпірично лаги лагових змінних, які потрібно включити до моделі. Для емпіричного обґрунтування лагів використовується так звана взаємна кореляційна функція, яка описує залежність коефіцієнта взаємної кореляції від значення часового лагу . Взаємна кореляційна функція може мати табличну і графічну форму представлення, яка  називається корелограмою. Застосування наведеного підходу ускладнюється як правило наявністю мультиколінеарності. Тому на практиці для таких моделей частіше приходиться використовувати методи оцінювання дистрибутивно – лагових моделей нескінченого лагу.

8. Модель нескінченого розподіленого лагу є загальним випадком дистрибутивно-лагових моделей і методи оцінювання її параметрів є більш універсальними. На даний час при оцінювання параметрів таких моделей існує два підходи:

1) метод послідовного оцінювання ;

2) підхід, якій ґрунтується на попередньому припущенні стосовно структури лагу (підхід Койка і т.і.).

9. Метод послідовного оцінювання є досить простим, але його практичне застосування досить обмежено  внаслідок наступних недоліків:

· поступове зменшення числа ступенів вільності, яке супроводжується збільшенням стандартних похибок і погіршенням якості оцінок параметрів моделі ;

· виникнення проблеми мультиколінеарності ;

·  можливість помилки специфікації моделі внаслідок неправильного визначення числа лагів.

10. Усунути наведені недоліки методу послідовного оцінювання дозволяє підхід Койка, який ввів припущення, що структура лагу утворює послідовність коефіцієнтів лагу з постійним знаком, значення яких зменшуються у геометричній прогресії. На основі цього припущення Койк перетворив дистрибутивно-лагову модель нескінченого розподіленого лагу в компактну авторегресійну модель з невеликою кількістю параметрів. Ця процедура має назву перетворень Койка. Ліквідувавши недоліки методу послідовного оцінювання модель Койка створює серйозні статистичні проблеми, пов’язані з появою лагової  залежної змінної у правій частині рівняння і можливою автокореляцією залишків.

11. Модель Койка фактично є послідовною моделлю, оскільки її можна одержати чисто математичним шляхом . Внаслідок цього вона позбавлена будь-якого теоретичного обґрунтування. Але цей розрив ліквідовано у моделі  адаптивних очікувань і моделі часткового коригування , які можна розглядати як модифікації моделі Койка. На відміну від моделі Койка ці моделі отримані на основі економічних гіпотез і мають теоретичне підґрунтя.

12.  Оцінювання параметрів авторегресійних моделей, моделі Койка, моделі адаптивних очікувань і моделі часткового коригування не може здійснюватися методом найменших квадратів внаслідок наступних причин :

· кореляції між лаговою залежної змінною 
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 і залишками моделі ; 

· можливості автокореляції залишків.

Вибір методу оцінювання параметрів таких моделей залежить від припущень стосовно стохастичної складової цих моделей.

13. Тестування наявності автокореляції залишків в авторегресійних моделях, а також в моделі Койка і моделі адаптивних очікувань здійснюється на основі h – критерію Дарбіна.

14. Незважаючи на проблеми, що трапляються при оцінюванні, дистрибутивно-лагові і авторегресійні моделі є дуже корисними в прикладній економетрії, оскільки вони перетворюють моделі, які б у будь-якому іншому випадку залишилися статичними, на динамічні за допомогою фактору часу. Такі моделі допомагають розрізняти короткостроковий і довгостроковий вплив на залежну зміну при одиничній зміні пояснюючої змінної (змінних). Внаслідок цього, такі моделі можуть бути дуже корисними для оцінювання коротко- і довгострокової еластичності за ціною, доходом, норми заміни, схильності  до споживання та інших схожих показників.

Тема 9  Економетричні симультативні моделі
План теми

1. Загальні поняття і визначення.

2. Структура і приведена форма системи одночасних рівнянь.

3. Проблема ідентифікації в симультативних моделях.

4. Методи оцінювання параметрів симультативних моделей.

5. Особливі випадки симультативних моделей.

6. Прогнозування на основі симультативних моделей.

1.  Загальні поняття і визначення

Всі економетричні моделі і задачі, які розглядалися у попередніх темах зводилися до розгляду окремих економічних явищ і процесів, які характеризувалися односторонніми стохастичними причинними залежностями (зв’язками) між економічними показниками. Ці зв’язки моделювалися тільки однією регресією 
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, тобто у цих моделях вивчався вплив декількох факторів тільки на один показник. Слід також відмітити, що у цих моделях залежні змінні розглядалися одночасно як ендогенні змінні, а пояснюючі (незалежні) змінні моделі виступали як екзогенні змінні.

В реальному економічному житті економічні явища і процеси, як правило взаємозв’язані і взаємозалежні. Тому в економічних дослідженнях часто зустрічаються задачі, які описують багатосторонні одночасні зв’язки між економічними явищами. Економетричні моделі таких задач представляють собою вже не одне рівняння а систему рівнянь, кожне з яких моделює один із взаємозв’язаних процесів, явищ. Рівняння, які складають систему можуть мати як стохастичний, так і детермінований характер. Стохастичні зв’язки між економічними показниками описуються за допомогою регресійних рівнянь, а детерміновані – тотожностями і не містять випадкових величин.

Основною особливістю такої системи рівнянь є те, що ендогенні змінні моделі в одних рівняннях можуть розглядатися як пояснюючі (незалежні) змінні, а у інших – як залежні і навпаки, тобто між економічними показниками (змінними) економетричної моделі у вигляді системи рівнянь існує як прямий, так і зворотній зв’язок.

(Означення 1. Система рівнянь, що описує наявність одночасних багатосторонніх зв’язків між економічними показниками називається системою одночасних рівнянь (або системою симультативних рівнянь).

(Означення 2.  Економетричні моделі на основі системи одночасних рівнянь  називаються економетричними симультативними моделями.

Розглянемо два найпростіших приклади симультативних моделей, які наочно характеризують особливості цього виду економетричних моделей. 
Приклад 1. Модель попиту.
Нехай досліджується попит на деякий товар індивідуального споживання (скажімо олію). З економічної теорії відомо, що попит на будь-який товар залежить від його ціни Р, ціни на товари-замінники  Р0 та доходу у. Тоді функція попиту на цей товар може бути записана у наступному вигляді :
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де Q – обсяг попиту, Р – середня ціна олії, Р0 – ціна на товари-замінники, у – доход, ε1 – стохастична величина.

Наведене одиничне рівняння не може розглядатися як повна модель попиту, оскільки ринкова ціна на товар, як відомо, також змінюється під впливом попиту на нього. Тому необхідно доповнити рівняння (1), ще одним, яке вказує на зв'язок між ціною Р і попитом Q, наприклад :
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де ε2– стохастична складова регресії.

Тільки одночасний розгляд обох рівнянь дає можливість адекватно описувати процес попиту і формування ринкової ціни Таким чином модель попиту у даному випадку представляє наступну систему лінійних рівнянь :

Функція попиту
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Залежність ціни від попиту
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Наведена модель має дві ендогенних змінних ( Q і P ) і дві екзогенних змінних (P0 і  y).Як бачимо, попит Q, який є залежною змінною у рівнянні      ( 1 ) розглядається як пояснююча змінна у виразі ( 2 ). В свою чергу ціна Р, яка є залежною змінною у рівнянні ( 2 ), виступає як пояснююча змінна у функції попиту ( 1 ).

Приклад 2. Модель визначення доходу Кейнса.

Ця модель складається з двох рівнянь і має наступний вигляд :

Функція споживання

[image: image606.wmf],

1

0

,

y

C

1

t

t

1

0

t

<

b

<

e

+

b

+

b

=


( 3 ) 
Тотожність доходу
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де Сt  - сукупне споживання; yt – національний доход; It  - інвестиції; t – час; εt – випадкова величина.

Змінні Сt  і  yt  є взаємозалежними ендогенними змінними, інвестиції It – екзогенною, наперед визнаною змінною.

Таким чином симультативні моделі є доволі поширеним класом економетричних моделей і виникає питання, яким чином можна оцінювати параметри цих моделей і чи можливо застосовувати для цієї процедури одно кроковий метод найменших квадратів (1 МНК). 

Оскільки між залежними і незалежними змінними симультативних моделей ,як було наведено вище, існує двохсторонній зв’язок, у цих моделях порушується один з принципів класичного лінійного регресійного аналізу, а саме припущення про незалежність факторів і випадкових складових моделі. Тобто для цих моделей 
[image: image608.wmf])
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Це можна показати на прикладі моделі визначення доходу  Кейнса (приклад 2).  Так до правої частини функції споживання ( 3 ) цієї моделі входить пояснююча змінна yt ,яка згідно припущення класичного лінійного регресійного аналізу не повинна залежити від стохастичної складової моделі εt. Перевіримо, чи виконується це припущення. Підставимо Сt із (3) у (4) і отримаємо:
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або розв’язавши це рівняння відносно уt отримаємо
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  ( 5 )

Таким чином пояснююча змінна уt  залежить від стохастичної складової εt, що свідчить про порушення наведеного вище припущення класичного лінійного регресійного аналізу.

Практичним наслідком цього є те, що оцінка параметрів економетричних симультативних моделей на основі 1 МНК будуть, зміщеними і неконсистентними, тому для оцінювання параметрів симультативних моделей  необхідно застосовувати інші методи.

2.  Структурна і приведена форми системи одночасних рівнянь

(Означення 3.  Система одночасних рівнянь, яка безпосередньо описує структуру взаємозв’язків між змінними моделі називається структурною формою симультативної моделі.

Структурні рівняння виражають ендогенні змінні моделі як функції інших ендогенних змінних, екзогенних змінних і випадкових величин. Наведені вище приклади симультативних моделей подають їх саме у структурній формі. 

У загальному випадку структурна форма системи одночасних рівнянь для k – ендогенних змінних і m – екзогенних змінних моделі має наступний вигляд: 
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( 6 )

де 
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 - ендогенні змінні моделі, 
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- екзогенні змінні моделі, 
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 - випадкові складові моделі, a – параметри при ендогенних змінних, b – параметри при екзогенних змінних.

У цій системі змінна 
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. Окремі структурні параметри а і b можуть дорівнювати нулю, якщо змінна не входить до рівняння. Залишки 
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, також можуть дорівнювати нулю, якщо відповідне рівняння є тотожністю. Систему (6) можна переписати у матричній формі:
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де  Y – вектор ендогенних залежних змінних; X - матриця екзогенних пояснюючих (незалежних) змінних;  ε – вектор залишків; A – матриця коефіцієнтів при змінних Y розмірність k×k; B – матриця коефіцієнтів при змінних X розмірність k×m.

Виходячи з визначення і особливостей структурної форми системи одночасних рівнянь можна зробити наступні висновки.

1. Параметри a і b структурної форми відображають прямий вплив кожного фактора на залежну змінну і ,як правило, мають відповідний економічний зміст (гранична норма заміщення, коефіцієнт еластичності, гранична схильність до споживання і т.і.). Внаслідок цього структурна форма симультативної моделі використовується для економіко - математичного аналізу.

2. Структурна форма симультативної моделі внаслідок порушення розглянутого вище припущення класичного лінійного регресійного аналізу не дозволяє оцінити структурні параметри моделі a і b і використовувати її для прогнозування. 



( Зауваження 1. Структурну форму симультативної моделі  можна подавати у графічному вигляді – у вигляді схеми, яка відтворює причинно-наслідкові зв’язки між змінними моделі. Так для моделі із прикладу 2 структурну форму можна представити у вигляді наступної схеми .

                          
[image: image618]
Рис. 1.  Схема структурної форми для моделі

визначення доходу Кейнса (3) – (4)

Параметри структурної форми на схемі мають вигляд стрілок. Початок стрілки показує пояснюючу (незалежну) змінну, кінець – пояснювану (залежну). Ендогенні змінні показані колами, екзогенні і залишки – прямокутниками. Як видно з рисунку чітко видно одночасний і двохсторонній зв'язок між ендогенними змінними моделі Ct і yt.



(Означення 4 Система одночасних рівнянь, у якій всі ендогенні змінні виражені як функції лише екзогенних попередньо визначених змінних і випадкових величин називається приведеною формою симультативної моделі .

Приведена форма симультативної моделі може бути отримана з структурної форми шляхом розв’язання системи структурних рівнянь відносно вектора ендогенних змінних Y. Так для наведеної вище структурної форми ( 6 ) приведена форма має наступний вигляд :
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( 8 )

У матричній формі систему рівнянь ( 8 ) можна подати наступним чином:
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де матриця коефіцієнтів приведеної форми R визначається як:
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а вектор залишків U є лінійною комбінацією залишків рівнянь структурної форми 
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Приклад 3. Побудова приведеної форми моделі доход. Кейнса.

Підставимо вираз для yt  ( 4 ) в структурну форму функції споживання ( 3 ):
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або після перетворень:
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  ( 11)

Тепер підставимо функції споживання ( 3 ) у тотожність ( 4 ) і після перетворень отримаємо:
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З врахуванням введених позначень для приведеної форми вирази     ( 11 ) і ( 12 ) можна переписати у наступному вигляді :
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де  
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Виходячи з визначення і особливостей приведеної форми системи одночасних рівнянь можна зробити наступні висновки.

1. Кожний параметр приведеної форми rij  представляє собою мультиплікатор і складається з різних коефіцієнтів (параметрів) структурної форми. Параметри-мультиплікатори приведеної форми утворюють мультиплікаторну матрицю R. Мультиплікатори приведеної форми вимірюють загальний вплив (прямий та непрямий) попередньо визначених екзогенних змінних на ендогенні змінні, в той час як структурні параметри вимірюють тільки прямий вплив.

2. В правих частинах рівнянь приведеної форми немає жодної взаємозалежної змінної. Тому будь-яке рівняння приведеної форми може використовуватись окремо для прогнозу відповідної залежної змінної. Внаслідок цього приведену форму ще називають прогнозною формою, підкреслюючи тим самим основне призначення рівнянь цієї форми – прогнозування.



( Зауваження 2. Приведену форму симультативної моделі,  як і структурну, також можна подавати у графічному вигляді. Так для моделі із прикладу 2 на основі отриманих рівнянь ( 11 ) і ( 12 ) приведену форму можна представити у вигляді схеми, наведеної на рис. 2.
   Як бачимо, на відміну від структурної форми моделі Кейнса приведена форма не має причинних зв’язків між змінними Ct  і yt, тобто приведена форма характеризується відсутністю взаємних зв’язків між змінними і наявністю тільки прямих зв’язків.


[image: image631]                          
Рис. 2.  Схема приведеної форми для моделі

визначення доходу Кейнса (11) – (12)

Порівняння структурної і приведеної форми симультативної моделі на прикладі моделі Кейнса показує ,що структурна і приведена форми моделі  доповнюють одна одну в теоретико-економічному плані. Так, наприклад, приведена форма функції споживання (11) містить екзогенну змінну It  і дає змогу визначити ступінь залежності між споживанням і інвестиціями, чого не дає структурна форма. Це ж зауваження стосується і залишків, які виявляють більший вплив на залежні змінні, як це видно з рівнянь прогнозної форми ( 11 ), ( 12 ). Структурна форма не дає такої інформації.

Тому відносно повну картину залежності між змінними економетричної симультативної моделі можна одержати шляхом аналізу як структурної так і відповідної їй приведеної форми.

Зроблені висновки вказують на необхідність визначення чисельних оцінок параметрів як структурної, так і приведеної форми симультативних моделей.

3. Проблема ідентифікації в симультативних моделях
Як було зазначено вище, (перше питання теми)  застосування безпосередньо до рівнянь структурної форми 1 МНК дає зміщені оцінки параметрів моделі. Тому для забезпечення необхідної якості оцінок параметрів моделі (незміщеність, ефективність і обгрунтованість) у випадку симультативних моделей намагаються на підставі попередньо оцінених параметрів приведеної форми отримати оцінки параметрів структурної форми. Щоб оцінити можливість і результати такої процедури необхідно попередньо виконати ідентифікацію рівнянь структурної форми. 

(Означення 5.  Ідентифікацією системи одночасних  рівнянь називається  процедура визначення можливості чисельного оцінювання параметрів рівнянь структурної форми на основі оцінок параметрів рівнянь приведеної форми. 

(Означення 6.  Симультативна модель називається ідентифікованою, якщо параметри структурної форми можуть бути визначеними на основі попередньо оцінених параметрів приведеної (прогнозної) форми. (Означення 7.  Симультативна модель називається не ідентифікованою (недоідентифікованою), якщо параметри її структурної форми не можуть бути визначеними на основі попередньо оцінених параметрів приведеної (прогнозної) форми. 

Для ідентифікованої моделі приведена форма завжди визначається однозначно за допомогою співвідношень (10), матриця (Е-А) – завжди невироджена.

Ідентифікована модель може бути точно ідентифікованою і надідентифікованою.

(Означення 8.  Симультативна модель називається точно ідентифікованою, коли можна на основі оцінених параметрів рівнянь приведеної форми отримати однозначну оцінку параметрів рівнянь структурної форми.

(Означення 9.  Симультативна модель називається надідентифікованою, коли на основі оцінених параметрів рівнянь приведеної форми для деяких параметрів рівнянь структурної форми можна отримати більше ніж одне значення.

Для перевірки ідентифікованості окремих рівнянь структурної форми застосовуються наступні умови ідентифікованості :

a) умова порядку ;

b) умова рангу .

Розглянемо ці умови за наступних позначеннях :

k – загальна кількість ендогенних змінних моделі і загальна кількість рівнянь структурної форми;

m – загальна кількість екзогенних змінних у моделі; 

ks  - кількість залежних ендогенних змінних, які входять до s-го рівняння структурної форми; 
ms – кількість екзогенних змінних, які входять до s-го рівняння структурної форми.

А. Умова порядку.  Умова порядку є необхідною але недостатньою умовою ідентифікації і може бути визначена наступними двома еквівалентними способами.

Перша необхідна умова .



[image: image632.wmf](

)

(

)

1

k

m

m

k

k

s

s

-

³

-

+

-

.
( 14 )

Друга необхідна умова 
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Якщо для деякого рівняння структурної форми співвідношення (14) або (15) виконується як рівність, то таке рівняння є точно ідентифікованим, а якщо як нерівність – то таке рівняння є надідентифікованим. У випадку, якщо для деякого рівняння структурної форми умова (14) або (15) не виконується взагалі , то таке рівняння є неідентифікованим. Слід зазначити, що у загальному випадку система структурних рівнянь може містити точно ідентифіковані, надідентифіковані і неідентифіковані рівняння.

Б. Умова рангу. Умова рангу є необхідною і достатньою умовою ідентифікованості . Вона формулююється наступним чином
У симультативній моделі, яка містить k рівнянь з k ендогенними змінними, рівняння буде ідентифікованим тоді і тільки тоді, коли ранг матриці  А, утворений з коефіцієнтів структурних рівнянь, котрі відповідають опущеним змінним цього рівняння, але  таких, що містяться в інших рівняннях системи, дорівнює k-1.

На базі умови порядку і умови рангу можна сформулювати загальні принципи ідентифікації структурного рівняння економетричної моделі, яка складається з k симультативних рівнянь:
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2. Якщо 
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3. Якщо 
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4. Якщо 
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 рівняння неіндефіковане. Ранг матриці А у цьому разі завжди менший за k-1.

Приклад 4.  Ідентифікація рівнянь моделі попиту (1)-(2) за умовою порядку( 15 ). 

Для моделі попиту маємо: m=2(P0,y). Для функції попиту ( 1 ): s=1, k1=2(Q,P) і m=2(P0,y). Тоді маємо k1-1=1, m-m1=0 і функція попиту не ідентифікована. оскільки 
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Для функції ціни (2) маємо: s=2,  k2=2(P, Q), m2=0, звідси k2-1=2-1=1 і  m-m2=2-0=2. Оскільки 
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, це рівняння над ідентифіковане.

Приклад 5.  Ідентифікація рівнянь моделі визначення доходу Кейнса (3)- (4) за умовою порядку( 15 ). 

Для цієї моделі m=1(It). Для функції споживання маємо: s = 1, k1=2(Ct, yt) і m1=0, звідси  k1-1=2-1=1 і  m-m1=1-0=1. Оскільки 
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4. Методи оцінювання параметрів симультативних моделей
Для оцінювання параметрів системи одночасних рівнянь застосовуються різні методи. Найбільш розповсюдженими серед них є:

1) непрямий метод найменших квадратів (НМНК) ;

2) метод інструментальних змінних ;

3) двокроковий метод найменших квадратів (2МНК) ;

4) метод змішаного оцінювання ;

5) трикроковий метод найменших квадратів (3МНК).

Перші чотири методи називаються методами одного рівняння, оскільки вони застосовуються окремо до кожного рівняння системи одночасних рівнянь. П’ятий метод називається системним методом, оскільки він застосовується одночасно до всіх рівнянь системи.

Вибір методу для оцінювання параметрів конкретної моделі є непростим завданням і в першу чергу пов’язаний з проблемою ідентифікації моделі.

4.1.  Непрямий метод найменших квадратів (НМНК)
 Застосування. Цей метод застосовується для оцінювання параметрів окремих точно ідентифікованих рівнянь структурної форми.

Ідея методу. Ідея методу полягає у використанні однозначних зв’язків між параметрами рівень структурної і приведеної форми для точно ідентифікованих структурних рівнянь. Це дає можливість за попередньо знайденими параметрами рівнянь приведеної форми однозначно визначити параметри рівнянь структурної форми.

Алгоритм НМНК
Крок 1. Здійснюється перехід від структурної форми системи одночасних рівнянь до приведеної (прогнозної). Це робиться шляхом розв’язання кожного рівняння структурної форми відносно однієї з залежних ендогенних змінних моделі.

Крок 2. До кожного рівняння приведеної форми застосовується 1 МНК і знаходяться оцінки параметрів усіх рівнянь приведеної форми.

Крок 3. Розраховуються оцінки параметрів рівнянь структурної форми на основі отриманих на 2-му кроці параметрів прогнозної форми. Для цього використовують співвідношення:
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де A і B – матриці оцінок параметрів структурних рівнянь, R – відома матриця оцінок параметрів приведеної форми.



( Зауваження 3. Оцінки параметрів рівнянь структурної форми, отримані на основі НМНК, мають практично всі властивості BLUE-оцінок за виключенням незміщенності. Але відхилення цих оцінок, як теоретично доведено, зникають із збільшенням розміру вибірки (тобто ці оцінки є консистентними). Оцінки ж параметрів рівнянь приведеної форми, отримані на кроці 2, є  BLUE-оцінками.



4.2.   Двокроковий метод найменших квадратів (2МНК)

Застосування. Цей метод застосовується для оцінювання параметрів окремих рівнянь структурної форми, які є надідентифікованими, хоча цей метод може застосовуватися і для оцінювання параметрів окремих рівнянь структурної форми, які є точно ідентифікованими.
Ідея методу. Вона полягає в “очищенні” ендогенних змінних моделі, які входять до правої частини рівняння від їх залежності від залишків і у застосуванні до “очищеного” структурного рівняння 1 МНК для знаходження оцінок параметрів. “Очищення”  здійснюється за рахунок заміни ендогенних змінних у правій частині рівняння, які корелюють з залишками регресійного рівняння, допоміжними змінними, які не корелюють з цими залишками.

Розглянемо ідею методу на прикладі моделі попиту (приклад 1) :
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Як було показано вище рівняння (17) – неідентифіковане, а рівняння (18) – надідентифіковане.

Щоб позбавитися кореляції між Q і ε2 у рівнянні (18) спробуємо замінити змінну Q іншою, яка буде дуже близькою до неї, але не буде корелювати з ε2. Для цього побудуємо спочатку приведене рівняння для визначення Q тільки через екзогенні змінні. Для цього підставимо (18) у праву частину (17) і отримаємо:
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або після перетворень:
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де 
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Невідомі параметри r0, r1 і r2 можна оцінити 1 МНК і тоді матимемо наступне рівняння регресії :
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і змінну Q можна записати згідно ( 19 ) у вигляді:
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де 
[image: image653.wmf]Q
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 і u згідно принципів класичної лінійної регресії не корелюють між собою. Тоді рівняння  ( 18 ) можна переписати у вигляді:
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де 
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У рівнянні ( 22 ) змінна 
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 і залишки ε* не корелюють між собою і при цьому змінна 
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 дуже близька до змінної 
[image: image658.wmf]Q

. Застосувавши вдруге до рівняння (22) 1 МНК можна тепер остаточно визначити оцінки параметрів моделі β0 і β1.

Оператор оцінювання 2 МНК.

Нехай окреме структурне рівняння системи одночасних рівнянь має вигляд:
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де Y – вектор ендогенної змінної розмірністю n
[image: image660.wmf]´

1; Y1 – матриця ендогенних змінних, які входять до правої частини рівняння розмірністю n
[image: image661.wmf]´

k. Х1 – матриця екзогенних змінних рівняння розмірністю n
[image: image662.wmf]´

(m+1) (включаючи одиничний стовпець для отримання вільного члену b0);  А – вектор структурних параметрів розмірність k
[image: image663.wmf]´

1 при змінних матриці Y1; В – вектор структурних параметрів розмірністю (m+1) 
[image: image664.wmf]´

1 при змінних матриці Х1; ε – вектор залишків розмірністю n
[image: image665.wmf]´

1.

Позначимо через Х – матрицю спостережень за усіма екзогенними змінними моделі, тоді оцінки вектора А і В знаходяться таким чином:
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5. Особливі випадки симультативних моделей

Серед симультативних моделей  існують такі, які дозволяють оцінити параметри їх структурних рівнянь безпосередньо 1 МНК. Отримані при цьому оцінки будуть мати всі властивості BLUE-оцінок. До таких моделей відносяться системи незалежних регресій і рекурсивні моделі.

5.1.  Система незалежних регресій.

(Означення 10.   Економетрична модель називається системою незалежних регресій, якщо кожне з регресійних рівнянь, яке входить до системи має тільки  одну  залежну ендогенну змінну, яка не залежить від ендогенних змінних інших рівнянь і не впливає на інші ендогенні змінні.

У загальному випадку система k незалежних рівнянь має вигляд:
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Як бачимо, до кожного окремого рівняння системи можна застосувати 1 МНК і знайти оцінки параметрів цього рівняння. Прикладом такої моделі є модель формування рівноважної ціни на ринку, яка складається з наступних двох рівнянь :

Функція попиту
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Функція пропозиції 
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де х – ціна ,y1 – попит, y2 - пропозиція.

(Означення 11.  Економетрична модель називається рекурсивною, якщо її структурні рівняння можна впорядкувати таким чином, щоб перше містило у правій частині тільки екзогенні змінні, друге – екзогенні змінні і першу ендогенну, третє – екзогенні змінні, а також першу і другу ендогенні змінні і так далі. 

У загальному випадку рекурсивну модель можна представити наступним чином :
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Особливістю рекурсивних моделей є те, що матриця А при ендогенних змінних у правій частині рівнянь системи представляє собою трикутну матрицю, головна діагональ якої містить одиниці, а елементи під головною діагоналлю дорівнюють нулю.

Оцінювання параметрів моделі представляє собою рекурсивну процедуру (звідси і назва моделі). Спочатку на основі 1МНК оцінюють параметри першого рівня системи. Потім застосовуючи обчислене 
[image: image671.wmf]1

y

, як пояснюючу змінну, оцінюються параметри другого рівняння і т. д.

6. Прогнозування на основі симультативних моделей
А. Точковий прогноз.  Точковий прогноз залежних ендогенних змінних визначається на основі приведеної (прогнозної) форми економетричної моделі.  
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де 
[image: image673.wmf]pr
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- вектор точкових прогнозних значень залежних ендогенних змінних моделі, 
[image: image674.wmf]R
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 – матриця оцінок параметрів рівнянь приведеної форм, Xpr – вектор прогнозних значень екзогенних змінних моделі.

Б.  Інтервальний прогноз. Інтервальний прогноз для кожної окремої залежної ендогенної змінної моделі визначається за наступною залежністю :
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де 
[image: image676.wmf]2

s

,

e

s

)

- оцінка дисперсії залишків s - го рівняння моделі, 
[image: image677.wmf]s
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 - точковий прогноз для s-го рівняння моделі, 
[image: image678.wmf]2
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 - табличне (критичне) значення критерію Ст’юдента для рівня значимості α і ступеня вільності ν = (n – ks) – (k+1), k – кількість рівнянь системи, n – розмір вибірки, ks – кількість екзогенних змінних в s – му рівнянні системи.

Інтервальний прогноз для  всіх залежних ендогенних змінних моделі визначається наступним чином :


[image: image679.wmf](

)

[

]

2

ss

,

s

s

s

1

s

pr

pr

1

k

k

n

k

)

k

n

(

X

X

X

X

1

Y

Y

e

-

s

×

-

-

-

-

×

¢

¢

+

±

=

)

)

.  
( 31 )

де 
[image: image680.wmf]2

ss

,

e

s

)

 - незміщена оцінка дисперсії залишків всіх рівнянь моделі, Xs – матриця спостережень ks екзогенних змінних, що увійшли до s – го рівняння системи розмірністю n×ks,  X – загальна матриця спостережень за екзогенними змінними розмірністю n×k .

ВИСНОВКИ

1. Наявність прямих і зворотних  зв’язків між економічними показниками в багатьох випадках вимагає використання для їх опису економетричних моделей у вигляді системи одночасних рівнянь, які ще називаються економетричними симультативними моделями.

2. Основною особливістю таких моделей є те, що ендогенні змінні моделі в одних рівняннях можуть розглядатися як пояснюючі (незалежні) змінні, а у інших – як залежні і навпаки. 

3. Оскільки між залежними і незалежними змінними симультативних моделей існує двохсторонній зв’язок, у цих моделях порушується один з принципів класичного лінійного регресійного аналізу, а саме припущення про незалежність факторів і випадкових складових моделі. Практичним наслідком цього є те, що оцінка параметрів економетричних симультативних моделей на основі 1 МНК будуть, зміщеними і неконсистентними, тому для оцінювання параметрів симультативних моделей  необхідно застосовувати інші методи.

4. Економетричні симультативні моделі мають дві форми представлення : структурну і приведену (прогнозну).

5. Структурна форма представляє собою систему одночасних рівнянь, яка безпосередньо описує структуру взаємозв’язків між змінними моделі. Рівняння структурної форми виражають ендогенні змінні моделі як функції інших ендогенних змінних, екзогенних змінних і випадкових величин. Параметри структурної форми відображають прямий вплив кожного фактора на залежну змінну. Внаслідок цього структурна форма симультативної моделі використовується для економіко - математичного аналізу. Структурна форма внаслідок порушення розглянутого вище припущення класичного лінійного регресійного аналізу не дозволяє оцінити параметри структурних рівнянь і використовувати її для прогнозування. 

6. Приведена форма представляє собою систему одночасних рівнянь, у якій всі ендогенні змінні виражені як функції лише екзогенних змінних і випадкових величин. Кожний параметр приведеної форми  представляє собою мультиплікатор і складається з різних коефіцієнтів (параметрів) структурної форми. Мультиплікатори приведеної форми вимірюють загальний вплив (прямий та непрямий) попередньо визначених екзогенних змінних на ендогенні змінні. В правих частинах рівнянь приведеної форми немає жодної взаємозалежної змінної. Тому будь-яке рівняння приведеної форми може використовуватись окремо для прогнозу відповідної залежної змінної. Внаслідок цього приведену форму ще називають прогнозною формою, підкреслюючи тим самим основне призначення рівнянь цієї форми – прогнозування.

7. Структурна і приведена форми моделі  доповнюють одна одну в теоретико-економічному і практичному плані. Тому відносно повну картину залежності між змінними економетричної симультативної моделі можна одержати шляхом аналізу як структурної так і відповідної їй приведеної форми.

8. Можливість оцінювання параметрів економетричних  симультативних моделей пов’язана з проблемою ідентифікації рівнянь її структурної форми. Під ідентифікацією системи одночасних  рівнянь розуміється  процедура визначення можливості чисельної оцінки параметрів рівнянь структурної форми на основі оцінок параметрів рівнянь приведеної форми. 

9. Для перевірки ідентифікованості окремих рівнянь структурної форми застосовуються наступні умови ідентифікованості :

· умова порядку ;

· умова рангу .

10. Оцінювання параметрів і побудова приведеної форми можливе тільки для ідентифікованих (точно ідентифікованих і надідентифікованих) рівнянь структурної форми. 

11. Для оцінювання параметрів системи одночасних рівнянь застосовуються наступні методи :
· непрямий метод найменших квадратів (НМНК) ;

· метод інструментальних змінних ;

· двокроковий метод найменших квадратів (2МНК) ;

· метод змішаного оцінювання ;

· трикроковий метод найменших квадратів (3МНК).

Вибір методу для оцінювання параметрів конкретної моделі є непростим завданням і в першу чергу пов’язаний з проблемою ідентифікації моделі.

12. Непрямий метод найменших квадратів (НМНК) застосовується для оцінювання параметрів окремих точно ідентифікованих рівнянь структурної форми.

13. Двокроковий метод найменших квадратів (2 МНК) застосовується для оцінювання параметрів окремих рівнянь структурної форми, які є надідентифіковаеими. 

14. Серед симультативних моделей  існують такі, які дозволяють оцінити параметри їх структурних рівнянь безпосередньо 1 МНК і отримати при цьому BLUE-оцінки цих параметрів. До таких моделей відносяться системи незалежних регресій і рекурсивні моделі. 
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