1. Подвійний інтеграл 
1.1 Поняття подвійного інтеграла.
Нехай функція z = f(x,y) = f(P) визначена в обмеженій області D площини Оху. Розглянемо довільне розбиття області D, що являє собою зображення D у вигляді об'єднання підобластей[image: image1297.png]y = 3sint,

{:c=2cost,05t<21r,
z2=3



 які не перетинаються (елементарних областей). Площі цих областей позначимо через[image: image2.png]Aoy, Aoq, ..., Ao,



, а діаметри - через[image: image3.png]



(діаметром області називається найбільша із віддалей між двома точками межі цієї області). Для зручності будемо говорити, що ми провели Т-розбиття області D. Виберемо в кожній з елементарних областей Т- розбиття довільну точку[image: image4.png]P = Pi(zi,ui) € 0i, (1 = 1,n)



і
складемо суму
(1.1)
 
[image: image5] 
яку будемо називати інтегральною сумою функції f(P) за областю D, яка відповідає Т— розбиттю.
Розглянемо довільну послідовність інтегральних сум, складе​них для функції f(P) за даною областю D
[image: image6.png]SuysSnasores Sy s e



 (1.2)
при різних способах[image: image7.png]


- розбиття області D на елементарні облас​ті. Назвемо[image: image8.png]A(Ty) = max d;

15i<ny,



діаметром розбиття[image: image9.png]


. Зрозуміло, що
коли[image: image10.png]


, то число[image: image11.png])



елементарних областей[image: image12.png]


- розбиття
прямує до[image: image13.png]



Означення. Якщо границя послідовності інтегральних сум (1.1) для функції / існує при будь-якому способі прямування[image: image14.png]A(T%)



до нуля і будь-якому виборі точок[image: image15.png]


у кожній елементарній області[image: image16.png]


, то значення цізї границі називається подвійним інтегралом функції f(x, у) по області D і позначається
[image: image17.jpg]



де da- елемент площі.
Функція f(P) при цьому називається інтегрованою в області D.
Геометричний зміст інтеграла. Якщо f(Р) > 0 в області D, то подвійний інтеграл (1.3) дорівнює об'єму циліндричного тіла з основою D, обмеженого зверху поверхнею z = f(Ρ), а збоку циліндричною поверхнею, яка проходить через межу області D з твірними, паралельними осі Οz.
1.2. Основні властивості подвійного інтеграла.
1°. Лінійність. Для будь-яких[image: image18.png]


і будь-яких інтегрованих
в області D функцій f, g справедлива рівність
[image: image19.jpg]/D/(af(P) + ﬁL(P))da = a/D/ f(P)do + ﬁ/l[ f(P)do.




2°. Адитивність. Якщо область інтегрування D розбити на дві підобласті[image: image20.png]DyiDy{DiUDy =D, DiNDqg=0)



> то
[image: image21.jpg]J[ 1~ J[ oo | e

D i




30 Якщо в усіх точках області інтегрування D функції f(Р) і [image: image22.bmp]задовольняють умову[image: image23.png][(P) > ¢(P)



, то
[image: image24.jpg]J/D/ f(Pyir 2 | 1[ o(P)do




4°.  Оцінка подвійного інтеграла. Якщо функція f(Р) в
точках області інтегрування D задовольняє нерівності т <= f(P) <M,  то
[image: image25.jpg]mSs < / / f(P)dor < MS,
: D




1
де S— площа області D, а m і М- відповідно найменше і найбільше значення функції f(P) в області D.
5°. Теорема про середнє. Подвійний інтеграл дорівнює добутку значення підінтегральної функції в деякій точці Ρ області інтегруван​ня D на площу S цієї області, тобто
[image: image26.jpg]/f(P)do=f(13)-S, PeD.
D




1.3. Правила обчислення подвійних інтегралів.
У прямокутній системі координат елемент площі dσ записується у вигляді[image: image27.png]do = dzdy



, отже
[image: image28.jpg][D/f(P)dg: /b/f(flf,y)da:dy.




Розглянемо деякі важливі області інтегрування,
1°. Область інтегрування D площини Оху обмежена зліва і справа
відрізками прямих[image: image29.png]z=alxz=08 (a<h



, (або точками), а знизу і
зверху - неперервними кривими [image: image30.png]y = p1(z)



 і[image: image31.png]y = @2(z)



[image: image32.png](p2(z)!>




[image: image33.png]Y1

£1(2))



 і, кожна з яких перетинається прямою паралельною осі Оу в
[image: image1.png]01,02,..,04q



межах відрізка [а, b] тільки в одній точці (рис. 1.l)«
[image: image34.jpg]J[ s@)day = BV
J y)d dy—/a Ml;))f(m,y)dy] dz




Таку область називають правильною відносно напрямку осі
Оу. Для такої області подвійний інтеграл обчислюється за форму​
лою
ί
(1.4)
причому обчислюється внутрішній інтеграл
[image: image35.jpg]pa(z)
L f(z,y)dy

1{=z)




в припущені, що змінна χ зберігав на відрізку [а, b] зафіксоване стале значення. Інтеграл (1.4) називається повторним інтегралом Повторний інтеграл для зручності записується у вигляді
[image: image36.png]ea(z)
f / f(a,y)dody = / i [ s .
wi{x)

!



 (1.5)
2° Область інтегрування D площини Оху обмежена знизу і зверху відрізками прямих у = с і у =: d(c < d) (або точками), зліва і справа -неперервними кривими[image: image37.png]z=Pi1{y) 1 T =9(y) (V1ly) € ¥2(y))



> кожна
з яких перетинається прямою паралельної осі Ох в межах відрізка [c,d] тільки в одній точці (рис. 1.2).
[image: image38.jpg]



Така область інтегрування називається правильною відносно осі Ох.  Подвійний інтеграл для правильної області інтегрування
відносно осі Ох (рис. 1.2) зводиться до повторного інтеграла і обчи​слюється за формулою
[image: image39.png]Yaly) "
/ / f(z,y)dzdy = / dy / f(z,y)dz, (1.6)
vil(y)




причому спочатку обчислюється внутрішній інтеграл для будь-
якого фіксованого значення у € [c,d].
І
Зауваження. У більш загальному випадку при обчисленні
і
подвійних інтегралів область інтегрування розбивають на правильні області (при цьому використовують властивість адитивності інте​грала)
Зауваження, Якщо область інтегрування D правильна одночасно відносно обох осей Оу і Ох то можна використати будь-яку з формул (1.5), (1.6).
1.4. Подвійний інтеграл в полярній системі координат.
І
Полярні координати. У полярній системі координат розта​шування точки Μ на площині QXY визначається її віддаллю ρ від початку координат (довжина радіус-вектора точки) і кутом θ між радіус-вектором точки та додатним напрямком осі ОХ.
Перехід   у   подвійному   інтегралі    від    прямокутної системи координат  х,у  до     полярних    р,у   пов язаних між     собою співвідношеннями  [image: image40.png]x = pcosb, y = psinb



, здійснюєтьтся-
з ся за формулою
[image: image41.jpg]/ [ () ddy = / [ Fip,6)pdpdd, / (1.7)
D

D




[image: image42.jpg]F{(p,8) = f(pcos8, psinb), a pdpdb




- елемент площі в полярній системі координат,
Зауваження. При зведенні подвійного інтеграла (1.7) до повторного інтеграла рекомендується завжди внутрішній інтеграл обчислювати за змінною р, а зовнішній - за Θ.
Якщо полюс (початок координат) лежить поза областю інтегрування D яка обмежена двома променями[image: image43.png]A=aTab=p5"{a<pP



і двома кривими[image: image44.png]g=pm(f) Tap=pg



 (рис. 1.3),
то подвійний інтеграл обчислюється за формулою
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[image: image46.jpg]
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Тут ρ1(Θ) і ρ2(Θ), ρ1(Θ) < ρ2(Θ - неперервні однозначні функції
при a<=θ<=b а кожна з кривих, що їм відповідають перетинається полярними променями тільки в одній точці (рис. 1.3).
Якщо полюс розмішений всередині області інтегрування довільний полярний радіус-вектор перетинає межу області D, рівняння якої ρ = ρ(θ), в одній точці (рис. 1.4), то
[image: image48.jpg]ks pta)
[[ Eo.owdoit = [T [ Foedn (19)
S 4] 0

D




1.5. Застосування подвійного інтеграла до задач геометрії, фізики і механіки.
1°. Площа плоскої обмеженої області D обчислюється за фор​мулою
[image: image49.jpg]Sz//dmdy.




2°. Об'єм циліндричного тіла, обмеженого зверху неперервною поверхнею z = f(x,y) знизу площиною z = 0, а збоку циліндричною поверхнею, твірні якої паралельні осі Oz що вирізає на площині Оху область D, обчислюється за формулою
[image: image50.jpg]V= // f(z,y)dzdy.




3°. Якщо гладка поверхня задана рівнянням z = f(x,y) , то площа її поверхні виражається формулою
[image: image51.jpg]S =
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де Dxy— проекція заданої поверхні на площину Оху.
4°. Якщо пластина займав область D площини Оху і мав змінну густину z = f(x,y) то маса пластини виражається подвійним інтегралом
[image: image52.jpg]M= / f (7, y)dzdy.
D




Коли пластина однорідна, то z = f(x,y) = const.
5°. Статичні моменти пластини відносно осей Ох і Оу відповідно обчислюються за формулами
[image: image53.jpg]M, = // yy(z,y)dzdy, M,= // zy(z,y)dzdy.
D D




8°. Координати центра ваги пластини виражаються формулами
[image: image54.jpg]:cc=Mz/M,‘, yclel/M‘




г
7υ. Моменти інерції пластини відносно осей Ох і Оу відповідно : подаються подвійними інтегралами
[image: image55.jpg][ = // vV y(z,y)dzdy, [, = // ry(z,y)dzdy.
D D




8°. Момент інерції пластини відносно початку координат виражається формулою
[image: image56.jpg]ILo= [[(2® +y*)v(z,y)dzdy.
it




1.6. Розв'язування типових прикладів.
Приклад 1°. Змінити порядок ітегрування в подвійному інте​гралі
[image: image57.jpg]1 Vi-y?
/0 dy L: ’ f(z,‘L)dz-—‘ / / F{ay)dady.




Розв'язування.       Область      інтегрування      D      обмеже-
НІ
на     лініями    [image: image58.png]y =0, y:‘l, :z::‘lv-—y, z

—



2 (рис.
1.5).
[image: image59.jpg]



Якщо змінити порядок інтегрування, то зовнішній інтеграл буде обчислюватись за змінною х Область інтегрування правильна як за напрямком осі Ox, так і за напрямком осі Оу. Тому
[image: image60.jpg],[ / f(z,y)dzdy = / / z,y)dy.




Приклад 2°. Змінити порядок інтегрування в подвійному інтегралі
[image: image61.jpg]//fxyd:vdy /d:c/ f(z,y)dy.




[image: image62.jpg]> NN




рис1.6
Розв’язування.       Область      інтегрування      D      обмежена лініями х=0,   x=1,   у = х,  у = 2 - х2 (див. рис. 1.6). Якщо змінити порядок інтегрування, то зовнішній інтеграл буде обчислюватись за змінною у, але область інтегрування D відносно осіОх розіб'ється на дві
(другого виду): D1 обмежена зліва і справа
- у   для 1 <= у <= 2. Тому
лініями x = 0 і x = у цля 0 <= у =< 1, та D2, обмежена зліва відповідно лініями x = 0 і x = 2
[image: image63.jpg]' 1 y o r2 vI=y ) _
J[ ezt = [ @y [ e+ [ o / Sz, y)dz.
J0 0 1 0




Приклад 3°. Обчислити подвійний інтеграл[image: image64.png]I = [[(4* + z)dzdy,
D ,




якщо область інтегрування обмежена параболами[image: image65.png]


 (див рис. 1.7).
Розв'язування. Область інтегрування правильна відносно обох осей Ох і Оу. Застосуємо формулу (1.5), поклавши а = 0,   b =1,
[image: image66.png]‘pl’(x) = 23



і    [image: image67.png]wa(z) = V2



                                                                           /
Отримаємо[image: image68.png]I= [ dx ff(y’ + z)dy




Обчислюємо спочатку внутрішній інтеграл при фіксованому х :
[image: image69.png]



Отриманий вираз інтегруємо за змінною х :
[image: image70.png]



[image: image71.png]



рис. 1.7.
Приклад 4°. Обчислити площу фігури, обмеженої колом[image: image72.png]


 і кардіс їдою[image: image73.png]p = 2(1 — cosé)



, (площа розміщена зовні кардіоїди (рис. 1.8)).
Розв'язування.   Знайдемо координати точок перетину заданих
ліній, розв'язуючи систему рівняь[image: image74.png]


 і [image: image75.png]p=2(1-cosb)



. У результаті
отримаємо[image: image76.png]A2 Z,)



  [image: image77.png]B(2;-%)



. Таким чином, використавши формулу (1.8), маємо
[image: image78.png]WEI 1 [ o -
S: dy‘/; de= i[w/z P 2(1—coﬂﬂ)dg:

J-x/3 (1—cos 6)




[image: image79.png]x/3
- 2/ (2c088 ~ cos? 6)dh =

~-x/2




[image: image80.jpg]



[image: image81.jpg]



рис. 1.8.
Приклад 5°, Обчислити за допомогою подвійного інтеграла об'єм тіла, обмеженого поверхнями z = 4-у2, у = х2/2 і площиною z = 0 (рис. 1.9).
[image: image1179.jpg]V=
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рис. 1.9.
Розв'язування. Дане    тіло   обмежене   зверху   поверхнею х= 4- у2. Область інтегрування  D  в  площині   Оху  обмежена параболою [image: image82.bmp] і прямою у = 2. Оскільки тіло симетричне відносно площини Оуz обчислюється половина шуканого об’єму:
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Тому V = 256/21 = 12,2 куб. од.
'
Приклади 60. Обчислити об'єм тіла V, вирізаного з півкулі радіуса α циліндричною поверхнею, у якої діаметр рівний радіусу кулі, а одна з твірних співпадає з віссю півкулі (див. рис. 1.10). Розв'язування. Шуканий об'єм буде виражатись інтегралом
[image: image84.jpg]V=//zdzdy=//\/£2—z2—y2dzdy,
D D




де межа області D- коло у2 + (х – a/2 )2 = a2/4.
[image: image85.jpg]3 acos ¢ 5 43 ind
I=/ dﬂ/ r——_az—pzpdp=2/2a(1-sm G)da-
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[image: image86.jpg]G-35)




Обчислення в прямокутних координатах громіздке. Переходячи до полярних з полюсом в центрі кулі, отримаємо
[image: image87.jpg]



Приклад 7. Обчислити за. допомогою подвійного інтеграла
площу частини параболоїда 2z = x2 - у2, що розміщена всередині
циліндра х2 + у2 = 1.
'"^
Розв'язування. Область інтегрування Dxy- коло x2 + у2 = 1, яке розміщене в площині Оху. З рівняння параболоїда знаходимо
[image: image88.jpg]02 2 22
92~ ' 8y 7




Тоді
[image: image89.jpg]//\/ ""“’y // \/f+(z ¥ 1P)dady




У цьому інтегралі доцільно перейти до полярних координат. Враховуючи симетрію, отримуємо
[image: image90.jpg]£ 1
S = 4/ dO/ V1+ plpdp = %(2\/5—,1)35. ox.





2. Потрійний інтеграл 
2.1. Поняття потрійного інтеграла.
Нехай функція f(P) = f(x, у, z) визначена в обмеженій замкненій області Ω.Розіб'ємо область Ω довільним способом на n елементарних областей Ω1,Ω2,·..,Ωn, об'єми яких відповідно позначимо через Δυι,Δυ2,.,Δυn. Введемо також поняття діаметра області Ω, як точну верхню грань d(Ω) = sup |P1 - Р"|. Для зручності будемо
говорити1 що ми провели T-розбиття області Ω. Виберемо в кожній з елементарних областей Ωі 'довільну точку Рі  Pi = Pi(xi>yi>zi) € Ωі
[image: image1181.png]n A )
Sp = §f(P,) o



і складемо суму
[image: image91.jpg]Vo= f(P)AG, (2.1)

=1




яку будемо називати інтегральною сумою функцій f(P) по області Ω, яка відповідав Т-розбиттю.
Розглянемо довільну послідовтсть інтегральних сум складених по області Ω
[image: image92.jpg]2.2
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при різних способах - розбиття області Ω на елементарні області.
[image: image1182.jpg]


Позначимо через 
Означення. Якщо границя послідовності інтегральних сум (2.1) для функції f існує при будь-якому способі прямування λ(Τk) до нуля і будь-якому виборі точок Pi у кожній елементарній області σi то значення цієї границі називається потрійним інтегралом функції f(x,y,z) по області D і позначається
[image: image93.jpg]///ﬁp)dy: N OZI(P;)A}J.-, - (23)
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де dV - елемент об'єму області Ω.
Фізичний зміст. Якщо f(x,y,z) > 0 в області Ω, то потрійний інтеграл (2.3) виражає масу тіла, що займає область із змінною густиною f(х,у,z).
Властивості подвійних інтегралів повністю переносяться на потрійні інтеграли. Зазначимо лише, що, якщо підінтегральна функція f(х,у,z) тотожньо рівна одиниці, то потрійний інтеграл виражає об'єм V області Ω.
2.2.   Правило обчислення потрійного інтеграла в прямокутній системі координат
У прямокутній декартовій системі координат Oxyz елемент
[image: image1183.jpg]


об'єму дорівнює добутку диференціалів змінних інтегрування dv = dxdydz, а потрійний інтеграл записується у вигляді
Нехай область Ω у прямокутній системі координат має циліндричну форму (рис· 2.1), тобто обмежена з боків циліндричною поверхнею з твірними, паралельними осі Oz, а знизу і зверху відповідно поверхнями z=ф1(x,y) i z=ф1(x,y), ортогональні проекції яких на площину Оху представляють правильну область (див. рис. 2.1). 
Проведемо спочатку інтегрування по розташованому в області Ω відрізку прямої, паралельної Oz, яка проходить    через точку P0(x,y) області D (відрізок αβ). При фіксованих х і у змінна інтегрування буде змінюватися від ф1(x,y) – аплікати точки  „входу” (α) прямої області Ω до ф2(x,y) – аплікати точки „виходу” (β) прямої області Ω. Результат інтегрування є функцією

[image: image94.jpg]da(z,y)
F(z,y) = /¢ f(z,y,2)dz,
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яка залежить від координат точки Р0(x,у).
[image: image1184.png]AMTe) = 12%’;;‘ d(Q;)



Значення потрійного інтеграла (2.4) ми отримуємо, беручи подвійний інтеграл від функції F(x,y) за умови, що точка Р0(x,у) € D
Відтак, зводимо подвійний інтеграл по області D до повторного, інтегруючи спочатку за змінною у, а потім - за змінною х; отримуємо
[image: image95.jpg]b pea(a)  pea(a)
///f(z,y,z)d;vdydz=/ da:/ dy/ f(z,y,2)dz, (2.5)
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де[image: image96.png]o1(z)



і[image: image97.png]pa(z)



- відповідно ординати точок "входу" в область D і "виходу" з неї прямої[image: image98.png]z=Xla< X <bh



,(рис. 2.1), а і b – абсциси крайніх точок відрізка [а, b] осі Ох, на який проектується область D.
[image: image99.jpg]



Зауваження. У загальному випадку при зміні порядку інтегрування в потрійному інтегралі, необхідно змінити і) межі інтегрування по кожній змінній.
2.3. Потрійний інтеграл у циліндричній та сферичній системах координат
Циліндричні координати. У циліндричній системі координат-положення точки Μ у просторі визначається полярними координатами її проекції Ρ на площину Оху і аплікатою z (рис. 2.2), тобто
зв'язок між декартовими і циліндричними координатами точки M визначається співвідношеннями

 

[image: image100.jpg]x=pcost, y=psnl, 2z2=2




[image: image101.jpg]puc. 2.2




Тому перехід у потрійному інтегралі від прямокутних координат x, y, z до циліндричних p, θ, z здійснюється за формулою
[image: image102.jpg][/n/f(x,y,Z)dxdydz=/[!F(p,e,z)pdpdedz,




[image: image103.jpg]pdpdBdz




а
де [image: image104.jpg]Ftp, 8,z) = f(pcosb,psind,z)



елемент    об'єму    області    Ω.
Зауваження. Обчислення       потрійного       інтегра ла в циліндричних координатах ρ,θ,z проводиться на основі тих же принципів що й у випадку декартових координат. Зокрема, потрійний інтеграл в циліндричній системі координат легко зводиться до подвійного в полярній системі координат завдяки тому, що апліката z у цих системах координат однаковою.
Сферичні координати. У сферичних координатах положеная точки Μ у просторі визначається її віддаллю ρ від початку координат (довжина радіус-вектора точки), кутом θ між проекцією радіус-вектора на площину Оху і віссю Ох, і кутом φ між радіус-вектором
[image: image105.jpg]0<p<00,0KP<2m,0<p <.




і віссю Оz (рис 2.3). При цьому
зв'язок між сферичними і декартовими координатами легко встановлюється співвідношеннями
[image: image106.jpg]r=pcosfsing, y=psinfsing, z= pcosy




Тому формула переходу від потрійного інтеграла у декартовій системі координат до інтеграла у сферичній системі координат мав вигляд
[image: image107.jpg]///I(m’y’z)dxdydz=///F(P,0£€0)p28in(pdpd0d¢,
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[image: image108.jpg]p? sin pdpdddy




[image: image109.jpg]F(p,8,p) = f(pcos@sinp,psinfsinp, pcosp),




де       [image: image110.png]Ftp, 8,2) = f(pcosb,psind,z)



,      а     [image: image111.png]pdpdfdz



    елемент    об'їзду    області[image: image112.png]



[image: image113.jpg]



Зауваження. Сферичну систему координат зручно використовувати у випадку, коли область інтегрування Ω – куля з центром у початку координат. 

2.4. Застосування потрійного інтеграла 

1°. Об'єм тіла, що займає область Ω
[image: image114.jpg]V= /f / dzdydz.
fis s




Ω
2°. Маса (тіла, що займав область [image: image115.png]


 з  змінною  густиною   [image: image116.png]’)’ -
Yz y,2)



визначається потрійним інтегралом
і/ j
\[image: image117.png]M=//‘[7(m,y,z)dzdydz.




3°. Координати центра ваги тіла, яке займає область[image: image118.png]


обчислюються за формулами
[image: image119.png]2o = —///m’r(m,v,z)dzdydz, Yo = —///yv(z,y,z)dmdydz




[image: image120.png]o= — ///zy(z,y,z)dmdydz




4°. Моменти інерції (геометричні, тобто[image: image121.png]


) відносно осей координат відповідно становлять:
[image: image122.png]I = //h/?@”+z’)dzdydz, I, = //([(z’+z’)dzdydz,




[image: image1185.png]//{[f(P)du =~//h/f(x,y,z)dzdydz. (2.4)




Р2.5 Розв'язування типових прикладів.

Приклад 1°. Обчислити потрійний інтеграл

[image: image123.png]I= //‘/(:c-!-y;f-‘z)dxdydz,
h!



 t
де область інтегрування [image: image124.png]


 обмежена координатними площинами [image: image125.png]


і площиною[image: image126.png]


(піраміда.представлена на рис. 2.4).
Розв'язування · Інтегрування по змінній z здійснюється твід z = 0 до z = 1 - x - у. Тому
і
[image: image127.jpg]l=z—-yp
I=//dzdy/ (z+y+2)dz=
0
D
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[image: image129.jpg]= // [(m +y)~(z+y)P+ - ;;— y)ﬁ!] d:ndy:}
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[image: image130.png]



рис. 2.4.
Область   D   у   площині   Ozy   обмежена   прямими   х = 0,   у = 0,   і   у = 1 - x.  Звівши подвійний інтеграл до повторного маємо
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І
Приклад 2°. Обчислити об'єм тіла, обмеженого поверхнями [image: image134.png]=2+ =1



 (рис- 2-5).
[image: image135.png]



рис. 2.5
Розв'язування. Дале тіло обмежене знизу параболоїдом [image: image136.png]


, а зверху площиною z = 1 і проектується на площину Оху в круг[image: image137.png]


. Користуючись циліндричними координатами, маємо:
[image: image138.png]Ix 1 1
V= / / de@du///pdpdadz:/ dB/ pdp/ dz = n/2.
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Приклад 3°. Обчислити потрійний інтеграл
[image: image139.png]I= /"//‘(:172 + v )dzdydz,
h!




де область інтегрування займає половину півкулі радіуса 1, Розв'язування. Даний інтеграл зручно обчислювати в сферичній системі координат. Оскільки[image: image140.png]


, то
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3. Криволінійні інтеграли.
3.1 Криволінійний інтеграл 1-го роду
Нехай функція f(Μ) визначена і неперервна в точках дуги АВ кусково гладкої кривої І у просторі або на площині. Проведемо довільне T- розбиття дуги АВ на n елементарних дуг точками А = A0, A1, А2,..., An = В. Довжину кожної елементарної дуги
[image: image145.jpg]Ai—1A;G = 1,n)




позначимо через Δli. На кожній елементарній дузі

[image: image146.jpg]



 виберемо довільну точку Мі і розглянемо суму
[image: image147.jpg]= Zf(M )AL,
(3.1)




яку назвемо інтегральною сумою для функції f(M) за довжиною дуги АВ.
Розглянемо довільну послідовність інтегральних сум, складених для функції f(M) за довжиною дуги АВ :
[image: image148.jpg](3.2)




при різних способах Тk - розбиття дуги АВ на елементарні дуги
[image: image149.jpg]A-i—-lAi(i = Iy nh)




[image: image150.jpg]



. Позначимо
Означення. Границя послідовності інтегральних сум (3.2), якщо вона існує, коли λ(Тk) —► 0 (nk —► 
[image: image151.wmf]¥

), і не залежить ні від розбиття дуги АВ ні від вибору точок Мі, називається криволінійним інтегралом за довжиною дуги АВ (або криволінійним інтегралом 1-го роду) і позначається
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де dl- диференціал дуги.
[image: image153.jpg]



Обчислення криволінійного інтеграла 1-го роду.
Якщо плоска крива L задана рівнянням 
[image: image154.wmf]]
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  то криволінійний інтеграл першого роду, узятий по цій кривій, зводиться до звичайного визначеного інтеграла
[image: image155.jpg]b
[ f(z,y)dl = / f [ 0(2)] VI (P(2)ede (3.4)




Якщо    крива    l    задала    параметрично:
[image: image156.jpg]z=2z(t) , y=ult), t € [ty,1a],




то
[image: image157.jpg]/ flmyy)dl= | f[=(t),y(t)] V(&' () + (¥ (1)), (3.5)
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Аналогічно
обчислюється криволінійний інтеграл першого роду
за просторовою кривою l, заданою параметрично:
[image: image158.jpg]= z(t)i v= y(t)) = Z(t), 1€ [tl )tﬁj




[image: image159.jpg][ 15,5, z)dz\= / " Fla(t), 4(t), (0] VE D) + GOV T #(0)ds.




Фізичний зміст криволінійного інтеграла 1-го роду.
Якщо f(М) >= 0, то криволінійний інтеграл першого роду являє собою масу кривої l, яка має змінну лінійну густину γ = f(М).
Основні властивості криволінійного інтеграла 1-го роду.
1°. Криволінійний інтеграл 1-го роду не залежить від шляху інтегрування:
2°.Властивість лінійності:
[image: image160.jpg]/[lex(M)+sz'z(M)]dl= C, /fl@M)dl+C2 /h(M)dL
i I I




С1 , С2 - сталі величини,
3°. Якщо криву інтегрування l розбити на дві частини l1 і l2 то
[image: image161.jpg]/: f(M)dl = /I f(M)dl + {/h f(M)dl.




3.2. Криволінійний інтеграл 2-го роду.
Нехай вектор-функція F(M) = F(r) визначена та неперервна на дузі АВ кусково гладкої орієнтованої кривої l, де r- радіус-вектор точки М. Додатний напрямок (орівнтації) кривої l виберемо так, щоб він відповідав напрямку руху біжучої точки M(x, y, z) на кривій від початкової точки А до кінцевої точки.
[image: image1186.png]I, = //n/(z’ + y* )dzdyda.



Розглянемо довільне розбиття T- дуги АВ на елементарні дуги Аi-1Аi( i= 1,nk,   к = 1,2,...). Позначимо через Δrк(М) приріст радіус - вектора r(М) на кінцях елементарної дуги Аi-1Аi і розгля-

немо скалярний добуток F(Mк) Δrк. Сума
таких добутків за дугою
AB називається інтегральною сумою для вектор-функції F(M):
[image: image162.jpg]ZF(M) Ar;,

i=1

(3.
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Означення. Границя послідовності інтегральних сум (3.7), якщо вона існує, коли max (Δrк) ->0 (Δrк -> 
[image: image163.wmf]¥

), і :не залежить як від розбит-
тя дуги АВ, так і від вибору точок Мі, називається криволінійним інтегралом 2-го роду і позначається
[image: image164.jpg]F(Md(M /J" F(M)AF 3.8
/43 JR(M) = [ m,,,A,.,‘,“OZ (M)A (38)
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Механічний зміст криволінійного інтеграла 2-го роду.
Криволінійний інтеграл 2-го роду виражає роботу, яка виконується змінною силою F(M) при переміщенні матеріальної точки по криволінійному шляху АВ.
Криволінійний інтеграл другого роду має специфічну властивість: змінює знак на протилежний, якщо змінюється напрямок шляху інтегрування:

[image: image165.jpg]



Інші основні властивості аналогічні властивостям інтеграла першого роду.
Якщо Z- плоска крива, причому F{M) = Р(х>у)і + Q(x>y)j> то криволінійний інтеграл 2-го роду (3.8) можна записати в коорди​натній формі:
[image: image1187.png])
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[image: image166.jpg]P(z,y),Q(z,y)




— неперервні функції на АВ.
Для просторової кривої l вектор-функція F(M) має координати P(x,y,z)  Q(x,y,z)   R(x,y,z) і криволінійний інтеграл 2-го роду в координатній формі записується
[image: image1188.png]/} Far - /' Plz,y)dz + Oz, y)dy, (3.9)



Зауваження. Криволінійний інтеграл 2-го роду можна звести до криволінійного інтеграла 1-го роду, якщо врахувати співвідно

Шення
[image: image1189.png]dz dy dz
= = =dl,
Co8 cosfl  cosy




де cos α, cos β, cos γ- напрямні косинуси вектора дотично до кривої l у 
точці М.

Обчислення криволінійного інтегралу 2-го роду.
[image: image167.jpg]b
. / [P(z,0(2)) + Q= p(x)] ¢/ (2)ds. (3.11)




[image: image168.jpg][ Pz, gijde & Qlg,g)dy =




Якщо плоска крива l задана рівнянням[image: image169.png]y= ‘P(‘v)v(z € [a,b])



, то криволінійний інтеграл 2-го роду обчислюється за формулою
[image: image170.jpg](1), y=y(t) (t=€ti,ta])




Якщо  ж плоска   крива    l    задана   параметрично: x =
[image: image1190.jpg]/P(a:,y, z)dr + Q(z,y,z)dy + R(z,y,2)dz = (3.13)
Y .




[image: image1191.png]/P(a:,y, z)dr + Q(z,y,z)dy + R(z,y,2)dz = (3.13)
f .




[image: image1192.png]- / PG (0), y(0), (1)) (0)+




Аналогічна формула мав місце при обчисленні криволінійного інтеграла 2-го роду за просторовою кривою l; якщо крива описується параметрично: рівняннями    
[image: image171.png](1), y=y(t) (t=€Tt,t))




[image: image1193.png]+Q(=(t), y(t), ()Y (1) + R(=(t), y()z(t))2' (t)]dt.




[image: image172.jpg]- / PG (), y(1), (1)) (0)+




[image: image173.jpg]+Q(=(t), y(t), ()Y (1) + R(=(t), y(t)z(t))2' (t)]dt.




Зауваження. У випадку, коли криволінійний інтеграл від вектор-функції F(M) береться по замкнутій кривій l, то криволінійний інтеграл називається також циркуляцією вектора F(M) по замкнутому контуру l і позначається [image: image174.png]§F.d

r.



.
5.5.· Незалежність криволінійного інтеграла 2-го роду
від шляху інтегрування. Знаходження функції
за її повним диференціалом.
Якщо підінтегральний вираз криволінійного інтеграла 2-го роду (3.8) <5 повним диференціалом однозначної функції[image: image175.png]U = U(z,y)



,
тобто[image: image176.png]dU(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy



, то криволінійний інтеграл не
залежить від шляху ітегрування.   При цьому мав місце формула Ньютона-Лейбніца
[image: image177.jpg][Peuds+ Qe ity =Uenw - Uaw), 314




де А(xа;уа)- початкова і В(хb;yb)- кінцева точки шляху інтегрування
Якщо контур інтегрування l повністю міститься в деякій одно-зв'язій області D і функції Р(х;у) і Q(x;у) разом із своїми частинними похідними першого порядку неперервні, то необхідною і достатньою умовою існування функції[image: image178.png]U(z,y)



 є виконання в D тотожності
[image: image179.jpg]8Q(z,y) _ 8P(z,y)
8:1% T by

(3.15)




При виконані зазначених умов криволінійний інтеграл 2-го роду по довільному замкненому контуру l, що міститься в області D дорівнює нулю (оскільки податкова і кінцева точки інтегрування співпадають).
Функцію U(x,y) можна знайти, обчислюючи відповідний криволінійний інтеграл за ламаною [image: image180.png]AC,B



, де.[image: image181.png]A(Za,Ya)



- довільна фіксована точка; B(x;у) - довільн змінна точка, а[image: image182.png]Cl(“’ﬁ ya)



.Тоді вздовж прямої АС1 маємо, що у=у0, dy=0, а вздовж прямої С1В - dx = const. У результаті маємо формулу
[image: image183.jpg]U(z,y) = / bz, yada + /y ” Q= v)dy (3:16)




Аналогічно, інтегруючи за ламаною [image: image184.png]AC, B



, де[image: image185.png]Co(za,y)



, отри-
маємо
[image: image186.jpg]U(z,y) = /' 'Q(z,,y)dy-{- / ) P(z,y)dz. (3.17)

a !




Формула Гріна. Якщо l - кусково-гладка крива, що обмежує деяку однозв'язну область D: Р(x,у), Q(x,y)- неперервно-диференційованні в замиканні  D функції, то справедлива формула
[image: image187.jpg]fraevan= [ (3

) dzdy.




 (3.18)
Причому обхід контура інтегрування l здійснюємо так, щоб область D залишалась зліва (додатній напрям).
[image: image1194.png]tol'—'

f zdy ~ ydz.

(3.19)



Обчислення площі. Площа фігури, яка займає правильну область відносно обох координатних осей Ох, Оу і обмежена за​мкненим контуром Z, обчислюється за формулою
К

Контур інтегрування l обходимо в додатному напрямку. Для того, щоб криволінійний інтеграл 2-го роду за просторовою  не залежав від шляху інтегрування, необхідно і достатньо,
щоб у деякій однозв'язній області Ω виковувались рівності:
[image: image1195.png]23

g3

-

|3
&3

-

g%

eIS

(3.20)



 

 (за умови, що функції Р(х,у,z),   Q(х,у,z),   R(х,у,z) разом зі своїми частинними похідними першого порядку неперервні в Ω, а контур інтегрування цілком міститься в Ω).
Таким чином, якщо dU = Pdx + Qdy + Rdz, то загальний вираз для первісної можна записати, наприклад, так:
[image: image188.jpg]dz+
/ P(x’ y‘hzd)

2) =

-Ulz,y,

Lo




[image: image189.jpg]+/, Q(z,y, zo)dy + /‘ R(zs,&i»fe-)dz.; C. (32i)
Ya 3a




де A(xa, ya, za) -  деяка фіксована точка області Ω, а С довільна стала.
3.4 Розв'язування типових прикладів.
Приклад 1°. Обчислити криволінійний інтеграл [image: image190.png]EN

—-



, якщо l- частина параболи [image: image191.png]y? = £23 Bix A(3;2V3) 1o B(8;32v/2/3)



.
Розв'язування.·Оскільки криву l можна задати рівнянням у=φ(x), xЄ[α,b], то використовуючи формулу (3.4), зведемо цей криволінійний інтеграл 1-го роду до звичайного визначеного. Отже,
[image: image192.jpg]1=/: %‘? 1+[§(\/5-3/2)rdm=§-/38m/ﬂ—zdm=





[image: image1196.png]14z =3 dz = 2dt;

= opy z=3,t=2;, npu z=8,1t=3 =



[image: image1197.png]4 32, 2152
—g/gt(t 1)de = ==




Приклад 2°. Обчислити криволінійний інтеграл [image: image193.png]


 де l-перша арка циклоїди[image: image194.png]z = a(t — sint), y=a(l —cost).




[image: image195.jpg]z'(t) = a(1 — cost), ¢'(1) = asint,




Розв'язування. Оскільки крива l задана параметрично   x=x(t), y=y(t), (t1<=t<=t2), то криволінійний інтеграл I, узятий по цій кривій, зводиться до визначеного за формулою (3.5). Оскільки
то

[image: image196.jpg]2x ‘ ‘
I:/ a’(l—cost)’\/aﬁ’(l—cost)"+a"sin2tdt=
0 .




[image: image197.jpg]= V2 /” /
A (1 —cost 2,
Y41 — costdt




[image: image198.jpg]in t
8/ sin® =dt =
0 2




[image: image199.jpg]2x N 2
_ _ 5 t) ( _t_) 256
16/0 (1 cos 3 d \cos ] 3




Приклад 3° Знайти масу Μ дуги кривої l заданої параметрично
[image: image200.jpg]



[image: image201.jpg]



за законом
,  лінійна густина якої змінюється
Розв'язування. Використовуючи формулу (3.6), отримуємо
[image: image202.jpg]M= / V2ydl =
{




[image: image203.jpg]N1 —
= 2 =t ] 13 4 tidt =
L




[image: image204.jpg]1 1 1/- N2 3./
[t-\/1+t2+t4dt=3/ V(t2+5) +=d(t
0 sl [y =




[image: image205.jpg]_ t+%/ T3 (2] / T
= - = 1+ +1¢ +§1n U+ s+ V1I++1 =
‘T A Y e g 0O




[image: image206.jpg]o =
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Приклад 4°. Обчислити криволінійний інтеграл 2-го роду
[image: image207.jpg]I= /ydw - (y + 2")dy,
I




де l - дуга параболи [image: image208.jpg]


, яка міститься між точками [image: image209.jpg]A(0;0), H{‘B; 1)




Розв’язування. Оскільки крива задана рівнянням переміщенні від точки А до точки В х змінюється використаємо формулу (3.11). Тому
[image: image210.jpg]! _ 2 ]
y ) .
I = / (22} _\z2)dm - (2.’!: - 4 wZ)(z _ 2z)dy :‘/(:#'2,1’ + 3322)(1:0 — 4.
0 : . .
~ 0O




[image: image211.jpg]



[image: image212.jpg]



Приклад 5°. Обчислити криволінійний інтеграл
, що знаходиться в першій
де l- частина кола:
чверті (контур обходиться в додатньому напрямку).
Розв'язування. Оскільки крива l задана параметрично, то скористаємось формулою (3.12),
[image: image213.jpg]712 ~2si %
1:/ [ cost_ .Smt)]dtzf dt = .
o 12cost 2sint 0




, прийма-
Приклад 60.   Обчислити   криволінійний   інтеграл 2-го   роду   [image: image214.png]I= [(y-2)de+ (z - z)dy + (z - y)dz



, де l - частіша гвинтової лінії [image: image215.png]



Розв'язування.Згідно з формулою (3.13)

[image: image216.jpg]I
I= / [—(asint — bt)asint + (bt — acost)acost + a(cost — sint)b]dt =
0




[image: image217.jpg]ix
= / [—a® + ab(—sint + cost + cost = sint)|dt =
0

|




[image: image218.jpg]= —2na® + ab[(—tcost + tcos t)ﬁ,‘”+




[image: image219.jpg]r ‘
+2/ (cost — sint)dt] = —27?0(6'} +b).
A ‘




Приклад 7°. Обчислити інтеграл[image: image220.png]I = [jzyde+(z+y)dy



, приймаючи за лінію l: а) відрізок прямої, що міститьcя між точками О(0; 0) і А(1,1); б) дугу параболи[image: image221.png]


, що міститься між тими ж точками; в) ламану ОВ (рис. 3.1).

[image: image222.jpg]



Розв'язування. У випадку а) рівняння лінії інтегрування у = х.
Тому
[image: image223.jpg]1
I=/ (;1:2+2;1:)d.1;=(
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[image: image224.jpg]dy = 2edz i




У випадку б)

[image: image225.jpg]1
[= / (@' + (z + 2*)22] =
0

[o—y
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»,l
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Для третього випадку в) контур інтегрування розбиваємо на два.   Уздовж      відрізка    ОВ   у = 0  і [image: image226.png]


,  а     вздовж
відрізка     ВА   х = 1 і dx = 0. Тому
[image: image227.jpg]! 3
I=/(1+y)dy=-.
o 2




Як бачимо, в усіх трьох випадках отримані різні значення інтеграла, хоча початкова і кінцева точки контура інтегрування співпадають. Це показує, що криволінійний інтеграл залежить від шляху інтегрування.
[image: image228.jpg]I = [,plz + 3y)dz + (y + 3z)dy




, де
Приклад 8. Обчислити
[image: image229.jpg]A(1;1), B(2;3).]




Розв'язуванні Цей інтеграл не залежить від шляху інтегрування, оскільки
[image: image230.jpg]P 8, .. . 08Q 8. . .
-@F—‘ -afy(_.v+3y)—3, 3z = ax(3.’c+y)—3,




[image: image1198.jpg]


тобто 



 на площині Оху.
Вибираючи за контур інтегрування ламану, ланки якої паралельні осям координат, маємо
[image: image231.jpg]



Отже
[image: image232.jpg], w2 3 ‘
[ = / (x+3)dz + / (v +6)dy = 20,5
1 1




Приклад 9°. Використовуючи формулу Гріна обчислити криволінійний інтеграл[image: image233.png]I = -
f( —.’B%Jd
z + zyddy



, де l- коло[image: image234.png]| 3
2% +y* = R?



, яке проходиться у додатньому напрямі.
Розв'язування. Тут[image: image235.png]P(z,y) = —z%y



,  [image: image236.png]Q(z,y) = zy*



 Отже
[image: image237.png]9Q
Oz

aP

2

T+ y.

2




Використавши формулу (3.18), маємо
[image: image238.png]I= /-—a:’yd;t + £iydy = //(12 + y¥)dzdy.
{
D




Ввівши полярні координати:[image: image239.png]r=pcosf,y = psing, 0<8<2r



,
отримаємо
[image: image240.png]2x
I= // pldpdd = / d@/ pdp =




Приклад 10°. Знайти    площу,     обмежену    еліпсом
[image: image241.png]r=acost, Y= asint



 1 л
Розв'язування. Скористаємось формулою для обчислення площі фігури, розташованої в площині Оху і обмеженої зімкненою лінією її[image: image242.png]'—-l-/mdy—ydz.
5_2 l




Оскільки крива l задана параметрично, то криволінійний інтеграл зводиться до звичайного визначеного інтеграла за змінною t:
[image: image243.png]2x -
S = % / acostd(bsint) — bsintd(acost) = mab.
¢ Jo




4. Поверхневі інтеграли 

4.1. Поверхневі інтеграли 1-го роду
Нехай S - гладка поверхня (гладкою називається поверхня, в кожній точні[image: image244.png]MeS



якої можна провести дотичну площину) і [image: image245.png]f(M) = f(z,y,2)



 - неперервна функція, задана на S. Розіб'ємо S на п елементарних поверхонь[image: image246.png]


, які мають відповідно площі [image: image247.png]Ay, Aay,...,Ad,



 і діаметри[image: image248.png]dy,ds, ...

i



На кожній елементарній поверхні виберемо довільну точку [image: image249.png]M; € Si (i =1Ln)



  складемо інтегральну суму
[image: image250.png]On = Z“:f(Mi)Aai (4.1)

i=1




Розглянемо довільну послідовність інтегральних сум, складених для функції f(M) по поверхні S :
[image: image251.png]Oy Tngy ey Ty y oo (4.2)




при різних способах розбиття поверхні S на елементарні поверхні[image: image252.png]S; ’ Sz, eesy th (k = 1, 2, ...)



 . Позначимо; через [image: image253.png]A= 123%’5..{ i}




Означення. Границя послідовності інтегральних сум (4.2), якщо вона існує, коли[image: image254.png]A= 0 (nyg — o)



, і не залежить ні від способу розбиття поверхні S на елементарні поверхні Si, ні від вибору точок Мі на Si, називається поверхневим інтегралом І роду для функції f(M) по поверхні S :
[image: image255.png]tim >~ fM)vi = [ [ s0n)d0, (43)
S

i=1




де da - диференціал поверхні (елемент площі).
Фізичний зміст. Якщо f(M) - поверхнева щільність маси, розподіленою по поверхні S, то інтеграл (4.3) дає масу всієї поверхні; якщо f(M) - щільність електричного заряду, то інтеграл дає електричний заряд поверхні.
Основні властивості поверхневого інтеграла І роду аналогічні властивостям подвійного інтеграла. Проте цей інтеграл має і специфічні властивості:
[image: image1199.png]//do:S;
8



1°. У випадку, коли[image: image256.png]f(M)=1



, подвійний інтеграл (4.3) визначає площу поверхні S:
2°. [image: image257.png]ffs-o- [(M)de = ffg- f(M)do



, тобто поверхневий інтеграл І роду не залежить від орієнтації поверхні, по якій він береться.
Означення. Гладка поверхня називається орієнтованою, якщо для кожної точки Μ цієї поверхні визначене неперервне поле одиничних нормалей [image: image258.png]A(M) i — (M)



. Одну з цих орієнтацій називають позитивною, другу - негативною і відповідно позначають [image: image259.png]


і[image: image260.png]



Обчислення поверхневого інтегралу І роду зводиться до обчислення подвійного.
[image: image261.png]1'/

—
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Нехай S, задана рівнянням[image: image262.png]z=p(x,y)



, є правильною поверхнею відносно площини Оху, тобто довільна пряма, паралельна осі Oz, перетинав цю поверхню тільки в одній точці (рис. АХ).
Розглянемо елемент площі da поверхні S і проведемо нормаль n до da так, щоб вона утворювала гострий кут γ з віссю Oz. Будемо вважати, що в межах елемента площі da нормаль n не змінюється. Тоді
[image: image263.png]dzdy = cosydo. . (4.4)




Оскільки нормаль до поверхні S яка задана   рівнянням [image: image264.png]z = ¢(z,y)



, має проекції, [image: image265.png]-8 _ 8
52, 5§,+1



 то косинус38
гострого кута γ між нормаллю і віссю Oz дорівнює
[image: image266.png](4.5)





Отже, враховуючи співвідношення (4.4) і (4.5), формула для обчислення подвійного інтеграла І роду набуває вигляду
[image: image267.png]//f(m,y,z)dar =
5




[image: image1200.png](4.8)



[image: image268.png]/ 2 2
Ay i a e
/ / flz,y, o(z, y) 11» (61) + (ay) dzdy, {4.6)




де Dxy - проекція поверхні S на площину Оху (рис. 4.1).
Зауваження. Якщо S є правильною відносно площини Oxz (або Oyz), тобто[image: image269.png]y = ¢(2,2) (abo x-z Ay, 2))



, то вона може проектуватись в область Dxz площини Oxz (або в область[image: image270.png]


площини Oyz).
4.2. Поверхневий інтеграл II роду
Розглянемо орієнтовану поверхню S. Нехай на поверхні S задана векторна функція[image: image271.png]a(M)



. Проведемо довільне розбиття поверхні S на елементарні поверхні[image: image272.png]i \ t
Sls 2 “'Msn



, позначивши їх площі через [image: image273.png]


,  Виберемо довільну точку Мi на обраній стороні кожної елементарної поверхні і розглянемо у цій точці вектор [image: image274.png]AE.‘ - ﬁ;(ﬂl,‘)Ad’,‘



 , модуль якого дорівнює площі Δσi. Обчислимо скалярний добуток[image: image275.png]a(M) - Ao,



 і складемо інтегральну суму для векторної функції[image: image276.png]a(M)



по поверхні S:
[image: image277.png](4.7)




Щоразу, розбиваючи поверхню S на елементарні поверхні[image: image278.png]



[image: image279.png]ey Snyy (B =1,2,..)



 і виконуючи вказані дії, будемо мати послідовність інтегральних сум

[image: image1201.png]//&’r‘ida = //(P cosa+ Qcosf + Rcog v)do, (4.10)
S

S




вигляду (4.7). Позначимо через[image: image280.png]A= max {d;}

0<i<ny



найбільший із діаметрів елементарних поверхонь[image: image281.png]Si t=1nk,k=12.)




Означення. Границі послідовності інтегральних сум (4.8), якщо вона існує, коли[image: image282.png]A — 0 (ng — o0)



і не залежить ні від способу розбиття поверхні S на елементарні поверхні[image: image283.png]


, ні від вибору точок [image: image284.png]


 на[image: image285.png]Si



, називається поверхневим інтегралом II роду для вектор-функції[image: image286.png]


поверхні S :
[image: image287.png](4.9)




де[image: image288.png]


- елемент площі.
Фізичний зміст. Якщо вектор[image: image289.png](1]



характеризує швидкість руху рідини в точці Μ деякої просторової області V, то поверхневий інтеграл II роду визначав повну масу потоку рідини, яка проходить через поверхню S за одиницю часу в напрямку вектора[image: image290.png]


. Часто поверхневий інтеграл II роду називають потоком векторного поля [image: image291.png]a(M)



 через поверхню S.
Зауваження Особливим б випадок, коли S - замкнена поверхня, яка обмежує деяку область V. Якщо береться зовнішня нормаль, то ми можемо говорити про потік зсередини області D :
[image: image292.png]1

[ [ais




Основні властивості поверхневого інтеграла II роду аналогічні властивостям подвійного. Проте інтеграл II роду має специфічну властивість: він змінює знак на протилежний при зміні орієнтації поверхні[image: image293.png]//ada=-//ada.
S+ S- ‘




Обчислення поверхневого інтеграла II роду зводиться до обчислення поверхневого інтеграла І роду, тобто до обчислення
подвійного інтеграла.
Нехай[image: image294.png]M) = P(z,y,2)i+0Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)k



, а гладка поверхня S характеризується напрямком нормалі[image: image295.png](M) = icosa + jeerf +




[image: image1202.png]I = //(:c -‘-y)do—//f:c + )V 2dzdy.



[image: image296.png]k cos



 . Тоді поверхневий інтеграл II роду можна представити у вигляді
або взявши до уваги рівності типу (4.4), у вигляді
[image: image297.png]/ / ando = / / Pdydz + Qdzdz + Rdmdy. (4.11)
s s : ‘




Отже, праві частини у формулах (4.10) і (4.11) є різними позначеннями поверхневого інтеграла II роду.
У загальному випадку, коли поверхня S задана рівнянням у неявному вигляді[image: image298.png]o(z,y,2) =0



, то напрямні косинуси нормалі цієї поверхні визначаються за такими формулами
[image: image299.png]. - ae
cosazthg/D; cosﬁ::i:@/D; cosvzzt-(-)—/D;
oz dy

az




[image: image300.png]ad
Oz

00

%)+ (%)




де знак узгоджується зі стороною поверхні.
Якщо поверхня задана рівнянням[image: image301.png]H

2T, Y)



, то інтеграл (4.9)
обчислюємо, проектуючи S на координатну площину Оху :
[image: image302.png](4.12)




Якщо S можна спроектувати на площину Oxz, тс|бто[image: image303.png]y = ¢(z, 2)



,
то
[image: image304.png]



а коли[image: image305.png]z =n(y,z)



, тобто S проектується на площину Oyz, то
[image: image306.png](4.14)




Можна також обчислити поверхневий інтеграл II роду, проектуючи поверхню S одночасно на три координатні площини
[image: image307.png]//&'r'ida:/D{ P(n(y,z),y, z)dydz+

&




[image: image308.png]+ / D/ Q(:v,cﬁ(:c,Z),z)d?dx?r / D/ R(z,y,p(z,y))dzdy. (4.15)




Зауваження. У кожному з наведених випадків беремо подвійний інтеграл зі знаком "+" або "-" залежно від орієнтації поверхні S.
Формула Стокса. Для поверхневих інтегралів має місце формула, аналогічна формулі Гріна (3.17), яка дозволяє звести обчислення інтеграла по поверхні S до обчислення криволінійного інтеграла по контуру l, який обмежує цю поверхню.
Отже, якщо проекції Р(х,у,z), Q(х,у,z), R(х,у,z) вектора[image: image309.png]a(M)



 неперервні, мають неперервні частинні похідні першого порядку на поверхні S; l - замкнутий контор, що обмежує поверхню S, то справедлива формула Стокса
[image: image310.png]/Pdm+Qdy+Rdz¢//{<?£—%g) cos a+
1




[image: image311.png]



де [image: image312.png]cos a, cosfd, cosvy



- напрямні косинуси нормалі[image: image313.png](M)



до поверхні S; напрям нормалі[image: image314.png](M)



визначаємо так щоб з кінця нормалі обхід контура було видно, як рух проти годинникової стрілки.
Формула Остроградського. Якщо проекції P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) вектора [image: image315.png]a(M)



 неперервні разом зі своїми частинними похідними першого порядку в зімкнутій просторовій області V, обмеженій замкнутою гладкою поверхнею S то справедлива формула Остроградського
[image: image316.png]/-f(Pcosa + Q cosB + Rcosy)do =




[image: image317.png]S (Z R deer,

N




де[image: image318.png]cosa, cosfJ, co8¥y



- напрямні косинуси зовнішньої нормалі до поверхні S.
Отже, формула Остроградського дозволяє замінити потрійний інтеграл відповідним інтегралом по поверхні, яка обмежує область інтегрування, і, навпаки, інтеграл по замкнутій поверхні замінити потрійним інтегралом по області, обмеженій цією поверхнею.
4.3. Розв'язування типових прикладів Приклад 1°. Обчислити поверхневий інтеграл І роду
[image: image319.png]I= //(:z2 + ¢t)do,
s




де S - частина кругового конуса[image: image320.png]


, розмішеного між пло-
щинами z = 0 і z = 1.
Розв'язування. Застосуємо формулу (4.6). Беручи ho уваги,
що[image: image321.png]


, знаходимо
[image: image322.png]RVEET




[image: image323.png]s

) dzdy =




[image: image324.png]1 &t V' Jedy = Bdad
= +z3\+y2+:r’+y :ny—vw.ry




Отже поверхневий інтеграл зводиться до подвійного
і
[image: image1203.jpg]2,
= (2’ + i)




Область інтегрування - круг[image: image325.png]


, тому
[image: image326.png]x
1-\/'/ d9/ 3dp-*———KB oL




Приклад 2°. Обчислити інтеграл
[image: image327.png]I= //x’yzzd:c:dy
S




по зовнішній поверхні сфери[image: image328.png]2+t + 2= R?




Розв'язування. Проекцією сфери на площину Оху в круг Д обмежений колом[image: image329.png]zz +y2 —_ R""



. Рівняння верхньої півсфери має вигляд
[image: image330.png](23

/

R‘Z —;1‘,2—1;2‘



. Отже
[image: image331.png][ = //xzyzzdwdy = //m"’yz\/ﬁz — z3 — yidzdy.
S D ;




При обчисленні цього інтеграла використаємо полярну систему координат[image: image332.png]I= //p5 cos® #sin’ 0\/R§ — p3dpdf =
D




[image: image333.png]¥
=4/ cos® @ sin? 8/ \/‘Rﬁ—pdp—
0




[image: image334.png]5
1 - cos 48 R 2 R
—df R? — )%t = r




При    обчисленні[image: image335.png]I8 JRE = p2dp



  зроблено підстановку t =
[image: image336.png]R? — o



 , звідки[image: image337.png]R2

t?



;[image: image338.png]pdp = —tdt




Приклад 3°. На бічній поверхні кругового конуса висотою H, радіусом основи R розподілений електричний заряд, поверхнева щільність якого e = kz. Визначити повну величину заряду на цій поверхні.
Розв'язування Згідно з фізичним змістом поверхневого інтеграла І роду, величину заряду можна визначити за формулою Е = [image: image339.png]


 
|
[image: image1204.png]//Bm"y cos ydo = —3/ / zVyldzdy =
De,



Оскільки рівняння конуса - то
[image: image340.jpg]



Отже,
[image: image341.jpg]2v’R’ + H?
R

d.l:(ly =




[image: image342.jpg]=2 VETE [ /
\,/;172 + y*dzdy =




[image: image343.jpg]kH ir R . 2 —
= Hz-/ da/ pdp = SkxHRVEE + B,
0 0 :




Приклад 4°. Знайти масу поверхні сфери, якщо поверхнева щільність у кожній точці дорівнює віддалі від цієї точки до вертикального діаметра.

Розв'язування. Згідно з фізичним змістом поверхневого інтеграла І роду маса поверхні сфери дорівнює 

[image: image344.jpg]fvdo Yz, y) = /3 + P



 - поверхневі щільність.
Обчислення інтеграла проведемо в сферичній системі координат. Нехай початок координат співпадає з центром сфери.Тоді х =
[image: image345.jpg]Rzinfcosp




[image: image346.jpg]



[image: image347.jpg]0<6<2rn




[image: image348.jpg]



[image: image349.jpg]do = R? sinpdfdyp




¥
[image: image350.jpg]¥(z,v) = /=4 + y¥do = Rsiné




, де R - радіус сфери. Отже,
1
[image: image351.jpg]M://\/xuy'lda://R‘*sin’*adedp:
s

s




[image: image352.jpg]R /2” [" o
A sin’ fdfdy = 7* R®,




[image: image353.jpg]L1

= 7. :!E
=ni+j+zz




Приклад 5°. Обчислити поверхневий інтеграл І роду 
S – зовнішня сторона частини сфери x2+y2+z2=1, в І октанті.
Розв'язування. 1-й спосіб. Оскільки поверхня S проектується взаємо однозначно на координатну площину Оху, то для обчислення заданого інтеграла можна скористатись формулою (4.12). Для визначення вектора зовнішньої нормалі n знайдемо частинні похідні функції[image: image354.png]


:
[image: image355.png]



Враховуючи, що
[image: image356.png]N =

T+ yJj

/1— 22— y?

+Ek, |N|=

9

Ty

———
vi—z -




знаходимо
[image: image357.png]n=gz y_;-t—\/l—r'—-y'k coq'y-;\/l—'l"-—y'




Підставивши отриманий результат у заданий інтеграл і використавши формулу (4.12), маємо
[image: image358.png][=//c’ir'idcr=//(_'mz-i-y%—yzz\/l\—zi’—y?)dorz

S S




[image: image359.png]9 H 9 % /5 1.9 _9 -
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://:r ytell-z= -y )yl-|z Y drdy,
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де область[image: image360.png]


- круг[image: image361.png]



Обчислення подвійного інтеграла по області[image: image362.png]


вигідно провести в полярній системі координат. Отже,
[image: image363.png]\ + - n? —
I=//pco< 6 + psiné + pcos (1 p)xl pdpd6=

I
1 —_— 2
Ds, \.’ P




[image: image364.png]x 1 3 B 27 1+ 2
= / cos? 9d6‘/ ——-—di- + / ginng/ _ﬁ_@_+
0 o V1-p? 0 o VvV1-p®





1
[image: image365.png]



2-й спосіб. Якщо використати формулу (4.15), то заданий вище інтеграл можна обчислити іншим способом. Згідно зазначеної формули (4.15) цей інтеграл можна записати у вигляді
[image: image366.png]I =\;;//&'ﬁda = //a;dydz + dzdz + 22 d2dy =

& s




[image: image367.png]= / / V1-y?~ 22dydz +/ / dzdz +/ / z(1 - 2* - y*)dzdy.
Dy, D:. Dyy




Другий інтеграл дорівнює площі області [image: image368.png]


, тобто . Перший і третій інтеграли обчислимо, використавши полярну[image: image369.png]L



систему координат:
[image: image370.png]//1‘/1—y2—z2dydz_/ d@/

1 - p2pdp =

c:|=i




[image: image371.png]% 1
/ / z(1 - 2* — y¥)dedy = / cos 0d9/ P21 - pHdp = 2—
0 0 15
Day




Отже,[image: image372.png]



Приклад 60. Обчислимо інтеграл [image: image373.png]


, де S -
зовнішня поверхня сфери[image: image374.png]2+ + 2




Розв'язування. Тут аплікату z не можна представити однозначною функцією від х і у для усієї поверхні S. Тому розіб'ємо S на дві частини:[image: image375.png]5,



, яка знаходиться над площиною Оху і[image: image376.png]Sy

F1



, яка знаходиться під нею, їхні рівняння відповідно;
[image: image377.png]1
vV z? -
y‘*‘




І
Отже,
[image: image378.png]I—//covydo //zcosvda-#//chb'yda




Якщо перейти до подвійних інтегралів, то отримаємо
!
[image: image379.png]//zcosyda = / / V1 —z? - yidedy,
S D,y




[image: image380.png]//zcos*ydaz—//—V’l—x?—yqudy,
Sa Dﬁy




де[image: image381.png]


- круг[image: image382.png]


. У результаті маємо
[image: image383.png]//'*ccwyda /f V1-2? - yidady.




Обчислення подвійного інтеграла легко провести, якщо перейти до полярної системи координат
[image: image384.png]2x 1 1
r=2f s f VI=gipdp = ~am3 [ (1= (L~ ) =
0 0 2 Jo




[image: image385.png]



Приклад 7°.· Обчислити поверхневий інтеграл ІІ роду
[image: image386.png]



де [image: image387.png]Ql

z+y]+z2]s,



; S   зовнішня поверхня конуса [image: image388.png]2 = (/2 + y?




Розв'язування. 1-й спосіб. Поверхня S проектується взаємно-однозначно на площину Оху тому використовуємо формулу (4.12). Якщо знайти частинні похідні функції[image: image389.png]/z? + 3
Z—‘:\,



, то нормальний
вектор[image: image390.png]


до поверхні S можна представити у вигляді
[image: image391.png]2

u.;
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r’+y2
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і
Оскільки напрям вектора[image: image392.png]=1



не співпадає з[image: image393.png]


, то вектор[image: image394.png]S



(зовнішній до поверхні S) визначається з рівності[image: image395.png]d

n

-N/|N|



, тобто
[image: image396.png]



звідки [image: image397.png]


 (кут між вектором нормалі[image: image398.png]


і віссю Оz - тупий).
Таким  чином,[image: image399.png]



і за формулою (4.12) маємо
[image: image400.png]I= /]}ﬁfid;;‘/ / (\/;ﬁ + y’ —2? - yg) dzdy,
S Dey




де[image: image401.png]


- круг[image: image402.png]o +421< 1



. Перейшовши в подвійному інтегралі до полярних координат дістанемо
[image: image403.png]in 1 P
I=//3-fida=/ dO/ (p—pz)pdp=g.
d 0 0




2-й спосіб. Згідно з формулою (4.15) заданий інтеграл можна
записати у вигляді
[image: image404.png]I://E‘Fidcrz//xdydz+ydzdm+z2dxdy=
5 5




[image: image405.png]=//¢dydz+//ydzdx+//z2dmdy.
S S .8



 >
Розглянемо кожний з останніх інтегралів окремо.   При обчи​сленні інтеграла[image: image406.png]J [ zdydz
S, ~



поверхня S розбивається на дві частини-
одна відповідає додатним значенням[image: image407.png]23 —yticosa >0
z=+/22-y%ic



та друга
частина[image: image408.png]


при[image: image409.png]cosa > (




Якщо проектуємо поверхню S на площину Oxz у другому інтегралі, то теж розглядаємо окремо дві частини поверхні S:  у =
[image: image410.png]23 — 23



 та[image: image411.png]


, для яких відповідно[image: image412.png]cos i > (0



 та [image: image413.png]



Для інтеграла [image: image414.png][ ] #*dzdy
)



 поверхня S проектується на площину
Оху однозначно, але[image: image415.png]cosy <0



. Таким чином, маємо
[image: image416.png]¥=//E-ﬁda=2//\/zz—yzdydz+2//»\/zz—azd:zdz-—
S Dyl Dau




[image: image417.png]



де[image: image418.png]


, [image: image419.png]


- трикутники, обмежені відповідно прямими[image: image420.png]z=1,2=xy



 та[image: image421.png]z=1z=zxz



. Отже,
[image: image422.png]1 4 1 ¥ ‘
I=2/ dz/ \/zQ—ygdy+2/ dz/ V22 — 23dz-
0 -3 1] —%




[image: image423.png]2n
—/ dH/ pldp =

c.o]>-1

wl==1

I

R




3-й спосіб. Використаємо формулу Остроградсько. Оскільки (поверхня не є замкненою, то приєднаємо до неї поверхню [image: image424.png]


, яка представляє собою площину z = 1, розміщену всередині конуса: [image: image425.png]


. Тому наш інтеграл можемо записати у вигляді:
[image: image426.png]/
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Для першого інтеграла справа в рівності можемо застосувати формулу Остроградського (4.17), а для другого інтеграла по поверхні [image: image427.png]St



 маємо:[image: image428.png]cosa=cosfB=0,cosy=1, 2% =1, dS = dzdy




Отже,[image: image429.png]I=//n/(1+z)dzdydz—/p“/v dzdy,




де[image: image430.png]


- об'єм, обмежений конусом[image: image431.png]z =z +y?



і площиною z=1, а 

[image: image432.png]


 - круг [image: image433.png]o +y? <1



 на площині Оху.
У потрійному інтеграл перейдемо до циліндричних координат, а в подвійному - до полярних координат і остаточно дістанемо
[image: image434.png]ff?]f 97L71 f—(ﬂz)dz-/"aofﬁap_—-w-




Приклад 8°. Застосовуючи формулу Стокса, обчислити криволінійний інтеграл ІІ-го роду
[image: image435.png]I= f;x’y’dz + dy + zdz,
’i




де l - коло[image: image436.png]4yt =2%z2=1




Розв'язування. Даний контур l обмежує частину поверхні z=з одиничним вектором нормалі[image: image437.png]1Y

ooy



, звідки[image: image438.png]cosa=cosff=0,cosy=1




Враховуючи, що[image: image439.png]Q=1 R

4
o



, за формулою Стокса (4.16)
[image: image1205.png]2r b 1 T
= —3/ sin® 6 cos? 0d9/ pldp = —=,
0 ’ 4] 8



маємо
[image: image1206.png](5.3)




де[image: image440.png]


- круг [image: image441.png]


; S - частина площини z = 1, розміщена
всередині конуса[image: image442.png]2= /22 + 2




5. Елементи математичної теорії поля.
Якщо в кожній точці простору (або його обмеженої області) визначене значення деякої змінної величини, яка характеризує той чи інший процес, описує той чи інший стан деякого об'єкту, то говорять, що задане поле цієї змінної величини (функція змінної величини).
Якщо ця величина і відповідна її функція скалярні, тобто характеризуються своїми числовими значеннями, то поле називається скалярним. Наприклад, температура повітря в різних точках деякої області утворює поле температур, а атмосферний тиск - поле тиску.
У випадку, коли ця величина і відповідна її функція векторні, то поле називається векторним. Зокрема, електростатичне поле, утворене електричним зарядом, характеризується в кожній точці вектором напруженості, а поле тяжіння, утворене масою Землі,-вектором сили тяжіння.
Якщо область, у якій функція задав відповідне поле, належить деякій площині, то розглядуване поле називають плоским.
У цих випадках, коли значення функції, яка задає поле, з сталим уздовж всякого перпендикуляра до фіксованої площини, то розглядуване поле називається плоскопаралельним.
Поля, які не змінюються в часі, називаються стаціонарними (усталеними), а які змінюються в часі-нестаціонарними (неусталеними).
5.1. Скалярне поле і його характеристики.
Нехай у кожній точці[image: image443.png]M(z,y,2)



простору або його обмеженої області за допомогою дійсної функції u(М) задане поле деякої скалярної величини. Вважатимемо, що ця функція має неперервні частинні похідні за своїми аргументами. Ці поля мають деякі загальні, присутні їм усім властивості, характеристики.
Геометричною характеристикою скалярного поля б поверхні рівня. Поверхнею рівня скалярного поля v=u(x,y,z)·
називається поверхня, яка описується рівнянням
[image: image444.png]u(z,y,2) = C, C = const. (5.1)




[image: image1207.png]f=va+9+36=1,



[image: image1208.png]. §afdl  duya)
pm S = g

(5.14)



Надаючи С різних значень, отримаємо набір (сім'ю) поверхонь рівня,на кожній із яких скаляр набуває сталого значення (рис. 5.1).
рис. 5.1


рис. 5.2
Якщо скалярне поле є плоским, тобто[image: image445.png]u = u(x,y)



, то поверхнями
рівня є лінії[image: image446.png]u(z,y) = C



на площині Оху, які називаються лініями
рівня.
Геометрично лінії рівня є проекціями на площину Оху лінії перетину поверхні[image: image447.png]


з площиною z = С (рис. 5.2). Наглядними прикладами ліній рівня є ізотерми (лінії рівної температури), ізобари (лінії рівного тиску) на метеокартах, горизонталі (лінії рівних висот) на топографічних картах.
Найбільш суттєвою характеристикою скалярного поля є його диференціальна характеристика - градієнт.
Означення. Градієнтом скалярного поля [image: image448.png]uw(M) = u(z,y, 2)



 називається вектор[image: image449.png]


, який позначається символом
[image: image450.png]Bu-+ . (9‘li~ ?ﬁ)-‘:

gradu{M) = FrLb y 5




де частинні похідні визначаються в точці М.
Використовуючи символічний векторний оператор ("набла"-оператор)


[image: image451]
53
який називається оператором Гамільтона, формулу (5.2) можна записати у вигляді
[image: image452.png]gradu(M) = Vu.



 (5.4)
Основні властивості градієнта.
1°.[image: image453.png]V{u+v)=Vu+Vy



 2°.[image: image454.png]V(s -v) = vVu+ «Vu




3°.[image: image455.png]V(%) = wusueye 4o ()




4°.[image: image456.png]Vf(u) = f'(u)Vu




5.2 Похідна скалярного поля в заданому напрямі та її зв'язок з градієнтом
Визначимо швидкість зміни скалярного поля[image: image457.png]


у його біжучій точці[image: image458.png]M(z,y,z)



у довільно заданому напрямі l (див, рис· 5.3).
Для цього задамо напрям відповідним одиничним    вектором  [image: image459.png]Iy = (cosa,cos 3, cos 7)



  і   виберемо   на   прямій l точку  [image: image460.png]M(z,y,z)



,    другу    точку[image: image461.png]My(z + Az, y+ Ay, | z+



[image: image462.png]


 на   віддалі   [image: image463.png]Al = \/Az? + Ay + A2



від точки Μ і знайдемо
[image: image464.png]?u = u(M;) - u(M) = Qy—A:v gZAy-f- QgAz-i— A*AL




де[image: image465.png]


при[image: image466.png]Al-0




[image: image467.png]



рис. 5.3 Означення· Границя відношення
[image: image468.png]M, —-M

u(Mi) - u(M)
MM,





і
якщо вона існує, називається похідною[image: image469.png]


скалярного поля[image: image470.png]u(z,y, 2)



 в точці[image: image471.png]M(z,y,z2)



у напрямку[image: image472.png]


і обчислюється за формулою
[image: image473.png]Ou , (6uA:r: du Ay Gqu)

o - An Gty ar T 5 Al




[image: image474.png]= —a—gmea-&- gtfcoa{H— 2 cosy

dz Oy Oz



 (5.5)
Величина[image: image475.png]MM,



вектора[image: image476.png]MM,



визначається так:
[image: image477.png]lMM,‘ AKIMO MMlﬂl
MM, = { —|MM,|, axmo MM Y.




Враховуючи те, що[image: image478.png]gradu = {32



, а орт заданого напрямку[image: image479.png]Io = {cosa,cos 3, cos v}



, похідну [image: image480.png]


можна представити у формі скалярного добутку цих векторів
[image: image481.png]au
&7 = gradu - Iy = |gradul - cos g,



 (5.6)
де[image: image482.png]


- кут між векторами[image: image483.png]bradu



і[image: image484.png]


.
Очевидно, що 
[image: image485.wmf]l

u

¶

¶

 має найбільше значення, якщо[image: image486.png]cosp =1



, тобто
коли напрям[image: image487.png]


співпадає з напрямом[image: image488.png]gradu




Зазначимо також, що вектор gradu направлений по нормалі до поверхні рівня в даній точці Μ у сторону зростання поля, оскільки, коли[image: image489.png]cosp =1



, то[image: image490.png]du
]

(gifadu[ >0




Таким чином,[image: image491.png]gradu



- це вектор, який визначає за величиною та напрямком максимальну швидкість зміни скалярного поля [image: image492.png]u(M)




у точці М, тобто вектор градієнт не залежить від вибору системи координат,
ч
5.3. Векторне поле і векторні лінії.
Нехай   кожній   точці [image: image493.png]M(z,y,z)



 простору   або  деякої  обмеженої  області [image: image494.png]


 поставлений  у   відповідність   певний    вектор  [image: image495.png]?{(‘M) = {P(z’yaz)’Q(m’yaz‘)’R(m’y’z)}



, тобто задане векторне
поле (наприклад, силове поле, поле швидкостей і прискорень матеріальних частинок, густина потоку енергії, а також векторні поля градієнтів різних скалярних полів та ін.)
Геометричною характеристикою векторного поля а(М) є векторні лінії.
Означення. Векторними лініями векторного поля[image: image496.png]a(M)



називаються криві, у кожній точці[image: image497.png]M(z,y,z)



яких дотична має напрям (див. рис. 5.4.)[image: image498.png](=1

(M)




Зауваження. Для деяких конкретних полів, у залежності від фізичної природи, векторні лінії мають свої назви. Наприклад, векторні лінії силових полів-силові лінії, векторні лінії поля швидкостей - лінії течи.
Векторні лінії дають деякі відомості про структуру векторного поля* Зокрема, для магнітного поля векторними (силовими) лініями будуть лінії, які виходять з північного полюса і закінчуються у південному. У випадку стаціонарного поля швидкостей, тобто ко​ли рух рідини усталений^ векторні лінії (лінії течії) являють собою траєкторії частинок рідини. У цих місцях, де лінїї течії густіші, швидкість руху частинок рідини більша·
[image: image499.png]


[image: image500.png]



рйс. 5.4.        
рис. 5.5.
Для виводу відповідних рівнянь векторних ліній зобразимо рівняння векторної лінії у вигляді радіус-вектора біжучої точки Μ :
[image: image501.png](M) = {z(t),y(t), z(t)}



 . Тоді за напрямний вектор дотичної до т. М лінії можна прийняти вектор[image: image502.png]L,
di’
F(M) =

T

&';&



· Відтік записуючи
умови колінеарності векторів[image: image503.png]&)1 T(M)



, дістанемо диференціальні
*
рівняння, які описуючі векторні лінії:
[image: image504.png]dz

3

=L

A

L]




 (5.7)
Отже, задача про побудову векторних ліній зводиться до інте​грування системи диференціальних рівнянь (5.7), тобто до побудови інтегральних кривих за заданим вектором[image: image505.png]a(M)



полем напрямків.
Означення. Поверхня (рис. 5.5), утворена векторними лініями, що проходять через точки замкненої кривої L, яка лежить у векторному полі і не збігається з якою-небудь векторною лінією, називається векторною трубкою.
5.4. Потік і дівергенція векторного поля.
Нехай у деякій просторовій області задано векторне поле[image: image506.png]a(M)



 Виберемо деяку замкнену поверхню S із зовнішньою нормалью п, яка обмежує область[image: image507.png]


і визначимо потік П, вектора[image: image508.png](<]



через цю поверхню
[image: image509.png]Hs (a)—_-j{fsa.ﬁda



 (5.8)
Якщо з (5.8) випливає що[image: image510.png]I, >0



, то це означає, що потік, який виходить з області[image: image511.png]


через поверхню S назовні, більший від потоку, який входить в область[image: image512.png]


. У цьому випадку кажуть, що в області [image: image513.png]


 є джерела, а величина потоку[image: image514.png][1.(d)



визначає їх потужність, У випадку, коли[image: image515.png]I, <0



, то вважають що в області[image: image516.png]


є стоки.
Отже, потік[image: image517.png]


І як інтегральна характеристика векторного поля, дає деяку оцінку поведінки поля в області[image: image518.png]


, обмеженій поверхнею S. Однак така оцінка поля в області досить наближена. Зокрема, коли[image: image519.png]


, то в області[image: image520.png]


або немає ні джерел, ні стоків, або в цій області джерела і стоки однакової потужності,
У зв'язку з цим виникає необхідність введення локальної точкової характеристики розподілу джерел і стоків у векторному полі, а саме - дівергенції векторного поля.
Означення. Дівергенцією (розходженням) векторного поля [image: image521.png]a(M)



 у точці[image: image522.png]M(z,y,z2)



називається границя відношення потоку через
Поверхню S, яка охоплює точку М, до об’єму V, обмеженого цією
поверхнею, при умові, що поверхня стягується в точку Μ (або V ‑>0).
Дівергенція   векторного   поля  [image: image523.png]a(M)



  позначається   символом  [image: image524.png]divd(M)



. Отже,
[image: image525.png]divdi(M) = ‘l,m{) 14, gﬁda



 (5.9)
За умови, що компоненти[image: image526.png]P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y,2)



векторного поля[image: image527.png]a(M)



разом зі своїми частинними похідними першого порядку неперервні функції, границя (5.9) існує і справедлива формула
[image: image528.png]divd(M) = aP + 33 ?95




 (5.10)
яка випливав з формули (5.9), формули Остроградського (4.17) і теореми про середнє для потрійного інтеграла.
Дівергенцію векторного поля[image: image529.png]a(M)



вигідно також позначати символом[image: image530.png]V.d = divd



, тобто як скалярний добуток вектор-оператора[image: image531.png]


 ("набла") і вектора α поля.
Основні властивості дівергенцїї.
1°.[image: image532.png]div(@ £ b) = divd £ divd




2°.[image: image533.png]div(du) = udivad + dgradu




3°.[image: image534.png]div(gradu) = -%u + al:yu + ‘58;2!'“ = Au




де [image: image535.png]—vi_ &
A=V=L+i+&




 - оператор Лапласа.
Дівергенція є однією з основних диференціальних характеристик векторного поля.
Точки векторного поля[image: image536.png]a(M)



, у яких[image: image537.png]divd(M) > 0



, називаються
джерелами а точки, у яких[image: image538.png]diva(M) <0



, - стоками цього поля.
Означення·   Векторне  поле [image: image539.png]a(M)



,  у  кожній  точці  яко​го [image: image540.png]diva(M) =0



,  називається соленоїдальним (трубчастим).
Характерні властивості соленоїдального поля.
1°. Потік соленоїдального поля в напрямі векторних ліній че​рез довільний поперечний переріз даної векторної трубки (рис. 5.5) β незмінним, тобто інтенсивність векторної трубки соленоїдального поля є постійною вздовж усієї трубки.
2°. У соленоїдальному полі векторні трубки не можуть закінчуватись або починатися усередині поля.
Враховуючи вираз для дівергенції (5.10), формулу Остроградського можна записати у векторній формі;
[image: image541.png]fja-%://!divwv.



 (5.11)
Отже, потік векторного поля із середини замкненої поверхні дорівнює потрійному інтегралу по об'єму, обмеженому цією поверхнею, від дівергенції поля.
5.5. Циркуляція і ротор векторного поля.
У теорії поля найбільш важливий інтерес викликав криволінійний інтеграл 2-го роду (3.9) у випадку, коли він виражає циркуляцію [image: image542.png]IL(@)



 векторного поля[image: image543.png]a(M)



уздовж замкненого контура l
[image: image544.png]() = f; d(M)dF = f Pdz + Qdy + Rdz.



 (5.12)
Оскільки скалярний добуток[image: image545.png]d-dr =d.7dl



, де[image: image546.png]


- дотичний орт до кривої l, а[image: image547.png]


- диференціал довжини дуги, то циркуляцію (5.12) можна записати у вигляді криволінійного інтеграла за довжиною дуги
[image: image548.png](@) = f;a 7dl



 (5.13)
Зауваження. Циркуляція векторного поля[image: image549.png]d(M)



уздовж векторної лінії нього поля відмінна від нуля, оскільки[image: image550.png]


 Якщо l не с векторною лінією, то циркуляція буде тим більша, чим ближчий напрям вектора поля а до напрямку відповідних дотичних до
лінії контура (рис. 5.6). У випадку, коли контур l мав прямолінійну вставку AB (див. рис. 5.6) довжиною[image: image551.png]


, уздовж якої[image: image552.png]d = const



, то
в силу того, що орт[image: image553.png]


на відрізку АВ також сталий, маємо
[image: image554.png][ _d7dl = |@|iaB.
AB




У довільному векторному полі циркуляція є деяке число, яке залежить від контура.
Для з'ясування фізичного змісту циркуляції, розглянемо рух потоку рідини, заданий вектором кутової швидкості[image: image555.png]v = {0,0, w}




[image: image1209.png]


[image: image1210.png]Az

pmc.5.6.




Обчислимо циркуляцію вектора лінійних швидкостей обертового руху частинок рідини
[image: image556.png](M) = §(M) = & x 7 = u(~2i + yj)




уздовж контура[image: image557.png]


, цілком розмішеного в Площині Q (рис. 5.7), нормаль[image: image558.png]S



якої утворює з координатними осями кути -[image: image559.png]a, [,



 Напрям обходу контура[image: image560.png]


і напрям нормалі[image: image561.png]- ¥}



узгоджені між собою, як у формулі Стокса (4.16). Згідно з формулою (5-12) циркуляція дорівнює
[image: image562.png]IL(7) = w f; ~yds + bdy.




Застосувавши формулу Стокса, маємо
[image: image563.png]2w ooa'yS
)= 2 [ [ dody =

Dzy




де S - площа області D, обмеженої контуром l. З цієї формули випливає, що, якщо площину Q повертати, тобто міняти кут[image: image564.png]


, то величина циркуляції буде змінюватись. Найменшою вона буде, якщо[image: image565.png]w2l



 тобто, коли площина Q паралельна вектору кутової швидкості[image: image566.png]


 Якщо площина Q, у якій розміщено контур l, перпендикулярна до вектора[image: image567.png]£



, то циркуляція буде найбільшою, а відношення циркуляції до площ] l називається середньою густиною циркуляції вектора[image: image568.png]


. Ця величина є інтегральною характеристикою векторного поля .
У випадку довільного векторного поля відношення циркуляції по плоскому контуру І до площі S, обмеженої цим контуром, буде величиною змінною. Щоб охарактеризувати обертову властивість векторного поля в довільній точці [image: image569.png]M(z,y, z)



, розглянемо; границю відношення циркуляції по плоскому контура l, який охоплює точку Μ, до площі 5, обмеженої цим контуром, при умові, що контур І стягується в точку Μ, залишаючись в одній і тій же площині.
Означення,   Якщо в просторовому векторному полі[image: image570.png]a(M)



 =
[image: image571.png]{P,Q, R}



 функції  [image: image572.png]P(x,y,2),Q(x,y,2), R(z,y,2)



неперервні разом із
[image: image1211.png]


своїми частинними похідними першого порядку, а також існує границя
при умові, що контур l стягується в точку[image: image573.png]M(z,y,2)(l = M)



, при чому
ця границя не залежить від способу стягування контура l в точку Μ, то вона, називається питомою густиною циркуляції поля а(M) в точці[image: image574.png]M(z,y,z)




При обчисленні питомої густини циркуляції векторного поля а(М) скористаємось формулою Стокса (4.16) і теоремою про середнє для подвійного інтеграла. Відтак, отримаємо
[image: image575.png]Mia) (0809 corr (2O o
13 s cosa + B bz, cos 3




[image: image576.png](22 ._ 212) COB
dr Jdy



 (5.15)
Отже, величина питомої густини циркуляції залежить як від поля [image: image577.png]Qy

(M)



 ,так і від орієнтації в просторі площини,.у якій розміщений замкнутий контур l (тобто від нормалі[image: image578.png]=S8



 до-площини в точці М).
Враховуючи те, що в правій ч|астині формули (5.15) маємо скалярний добуток двох векторів, можемо переписати цю формулу у вигляді:
[image: image579.png]¥ = (1,

7).

(5.16)




Означення. Вектор[image: image580.png]=7



називається ротором векторного поля [image: image581.png]a(M)



 у його біжучій точці[image: image582.png]Mz, vy,z)



і позначається символом
[image: image583.png]R _3Q\-, (0P _OR g_q__ggy 17
rot[a(M)]z(%;—-ag-)t-}-(*a—;—-é;) +<am 5y k  (5.17)




Ротор є однією з основних диференціальних характеристик вектор-ного поля. З формули (5.17) випливає, що ротор у кожній точці Μ повністю визначається полем у цій точці і не залежить від інших факторів
Отже, формулу Стокса (4.16) у (термінах векторного поля можна записати у вигляді
[image: image584.png]]fadh / / rotd( M)dé.
{ S



 (5.18)
З формули (5.16) випливає, що питома густина циркуляції приймає найбільше значення при[image: image585.png]


, Тобто коли нормаль[image: image586.png]&1



співпадає з вектором[image: image587.png]rota(M)



. У цьому випадку питома густина циркуляції векторного поля дорівнює[image: image588.png]irot@(M)|



(згадаймо зв'язок між похідною в заданому напрямку та градієнтом скалярного поля). Таким чином, ротор можна визначити як вектор, у напрямку якого питома густина циркуляції векторного поля[image: image589.png]Q}



у даній точці Μ поля є найбільшою. Модуль ротора дорівнює цій найбільшій питомій густині циркуляції.
Ротор векторного поля зручно зобразити за. допомогою символічного оператора Гамільтона ("набла"-оператора) ч
[image: image590.png]rota(M) = ba




[image: image591.png]RN
A.].Hv_nMQ

I*e G_MDI





і
Основні властивості ротора.
1°.[image: image592.png]rot(d + E) = rotd + rotb.




2°[image: image593.png]rot(u - &) = gradu - @ + urotd




де[image: image594.png]U= u(z, y’ z)



—скалярне поле.
Означення. Векторне поле[image: image595.png]a(M)



називається потенціальним, якщо в кожній точці цього поля[image: image596.png]rotd(M) = 0



. Потенціальне поле називається також безвихревим.
Якщо векторне поле[image: image597.png]a(M)



є градієнтом деякої скалярної функції
[image: image598.png]d(M) = gradp(M)



 ,то[image: image599.png]



[image: image600.png]w2 &

Ve eny D)

oL N





Скалярна функція в цьому випадку називається потенціалом векторного поля[image: image601.png]a(M)




Означення.  Векторне поле[image: image602.png]d(M)



називається гармонійним, якщо воно є і потенціальним, і соленоїдальним, тобто, якщо
[image: image603.png]rota=0 i divda=0.




j
Відтак[image: image604.png]d(M) = gradp(M)



-векторне поле потенціальне і
[image: image605.png]divgradp = Ay = 0.



 (5.20) 
Рівняння (5.20) називається рівнянням Лапласа.
5.6 Розв'язання типових прикладів.
Приклад 1°. Визначити лінії рівня скалярного поля[image: image606.png]


 Розв'язування  Лінії рівня визначаються рівнянням[image: image607.png]


 При С = 0 отримуємо пару прямих[image: image608.png]


,   при-[image: image609.png]C+#£0




сім'ю гіпербол (рис. 5.8).
[image: image610.png]



Приклад 2°. Вказати поверхні рівня скалярного поля       [image: image611.png]=22+

— 7



.   |
Розв'язування, Поверхні рівня будуть описуватись рівнянням
[image: image612.png]


 , [image: image613.png]C = const



, При С = 0 це рівняння набирає вигляду[image: image614.png]


(круговий конус із вершиною в початку координат і
віссю Οz). При[image: image615.png]C>0



маємо однопалі гіперболоїди обертання.
Приклад 3°. Знайти лінії течії плоского потоку рідини, який характеризується вектором лінійної швидкості[image: image616.png](M) = zyi — 2z(x + 1)j




Розв'язування, Диференціальне рівняння векторних ліній поля в даному випадку задовольняє рівнянню
[image: image617.png]?:___f‘_y____
y 2z(z - 1)




яке допускає розділення змінних
і
[image: image618.png]Az - 1)dr = ~ydy




Отже, інтегруючи праву і ліву частину, отримаємо
[image: image619.png](z—-1)7%+

wl‘c

C (C>0)




Таким чином, шукані векторні лінії - це еліпси з центрами в точці
[image: image620.png]Mo(l;O)



 та осями, паралельними осям координат. 

Приклад 4°. Побудувати       векторну       лінію       по​ля   [image: image621.png]a(M) =i —yj — zk.



t яка проходить через точку[image: image622.png]My(1;-1;2



 

Розв’язування. Рівняння векторних лінії має вигляд
[image: image623.png]



або[image: image624.png]



У результаті інтегрування отримаємо
[image: image625.png]zy = Ch; y? = Cy2.




З умови того, що шукана векторна лінія проходить через задану точку[image: image626.png]My(1;-1;2)



, знаходимо[image: image627.png]&)

-1, Cyl=1/2



. Таким чином,
маємо систему рівнянь
[image: image628.png]zy =1




яка описує лінію перетину геперболічного циліндра[image: image629.png]-1
Ty =



з параболічним циліндром[image: image630.png]



Приклад 5°. Обчислити похідну скалярного по​ля [image: image631.png]= zly—z2*+5



 у напрямку [image: image632.png]Nl.

e

{2; 3; —6}



 і градієнт цього    поля    в    точці[image: image633.png]My(1;-2;1)




Розв'язування    Знаходимо частинні похідні функції u(x,y,z) у точці[image: image634.png]


:
[image: image635.png]



[image: image636.png]


 І
[image: image637.png]
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Враховуючи те, що
[image: image638]
маємо[image: image639.png]cosa=2/7,co8f =3/7,co8y = —6/7



. Відтак,
[image: image640.png]Bu
al

Au
Mo Oz

u
wsa + —

My

wsf+ —
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[image: image641.png]%IMo >

0.



 — поле в точці [image: image642.png]


у напрямку[image: image643.png]-~y



зростав. Обчислимо [image: image644.png]gradu



 у точці[image: image645.png]



[image: image646.png]gradu(M,) = g_u;

>, Oul =, Ou| = ., s ai
t+5; ]+'o—z‘ k=-5i+j- 3k
Mo Mo Mo





Легко перевірити, що[image: image647.png]|gradu| > %ﬂuo



. Для самоконтролю, можемо
також обчислити пр,[image: image648.png]gradu

—_—




Приклад 6°. Дано скалярне поле[image: image649.png]


, де
1
[image: image650.png]}=\/(}-a)2+(y-b)2+(z-c)2.




Γ І
У яких точках простору Oxyz виконується рівність[image: image651.png]|gradu| = 1



?
Розв'язування, Прийнявши до уваги рівності
[image: image652.png]Z2=C





отримаємо, що[image: image653.png]lgtadu| = 1



. Рівність[image: image654.png]|gradu| =1



виконується на сфері
одиничного радіуса з центром у точці[image: image655.png]M(a,b,c)



, тобто на множині
точок[image: image656.png]



Приклад 7°. Знайти дівергенцію векторного поля і з'ясувати, чи буде воно соленоїдальним; а)[image: image657.png]@ =zi+yj—zk



  Ь)[image: image658.png]a=z(z—y*)i+




І
[image: image659.png]y(z? - 22)j + 2(y? - %)k



 '·
Розв'язування, а) Оскільки[image: image660.png]P=2z,

Q=y,

"R= -z



, то[image: image661.png]divd =




[image: image662.png]


 . Поле[image: image663.png]d=zi+ yf—— zk



не в соленоїдальним
у жодній області простору, бо не існує жодної такої області, у якій
[image: image664.png]diva=0




[image: image665.png]b) P= z(z, - y2)9 Q= y(z2 - 22)’ R= z(y&fxa)'




[image: image666.png]divi=2* -yt +2* -2+ -2 =0




Таким чином, дане векторне поле солоноїдальне. 
Приклад 8°. Знайти ротор векторного поля[image: image667.png]= 2z yz—-y"‘]+

'L‘ll‘i




у точці[image: image668.png]Mp(-1,1,2]




Розв'язування. Маємо[image: image669.png]z/y.



Отже
[image: image670.png]



[image: image671.png]



[image: image672.png]59 _ in)l Y
(61' ay« ;Afo




Звідси[image: image673.png]rot@(My)] = 51 — §



і
Приклад 90. Знайти циркуляцію вектора[image: image674.png]a= y;— l‘}-.-i- 4k



уздовж
кола-[image: image675.png]


у додатному напрямку.
Розв'язування 1-й спосіб (безпосереднє обчислення циркуляції). Параметричне рівняння даного контура l мав вигляд:     [image: image676.png]cost,



. Оскільки
[image: image677.png]


  то за означенням циркуляції отримуємо;
[image: image678.png]rEs
Hiid) = fpdz + Qdy + Rdz|= / sint{— sint)dt — cost cos tdt =
0
1




[image: image679.png]2r
= - / (sin? t + cos® t)dt = —2m.
; .




2-й спосіб (застосування формули Стокса).  Ротор вектора[image: image680.png]84



 дорівнює
[image: image681.png]rota =





[image: image682.png]-2k,




а нормаль, яка забезпечує додатний напрям обходу контура n = k. Отже
[image: image683.png](a) = // nrotade = —// iikdo

s




[image: image684.png]



Приклад 10°  Обчислити потік векторного поля[image: image685.png]z-:—y Try +



 [image: image686.png]


 через замкнуту поверхню 55 обмежену циліндром[image: image687.png]Y

to

e



і
площинами[image: image688.png]



Розв'язування За формулою Остроградського знаходимо:
[image: image689.png]H.(a) = //d~ﬁda: ///diviidv =
it

5




[image: image690.png]=2 ///{1' + zy + z)dzrdydz.
Y )




Отриманий потрійний інтеграл легко обчислити, перейшовши до циліндричної системи координат: Для області[image: image691.png]Q



маємо:
[image: image692.png]



Таким чином,
[image: image693.png]: ., _ 3nR?
Hs(c'i) = 2// {pcos@ + p° cos@sinb + z)pdpdfdz = <
1 .





Приклад 11°. Показати, що поле
[image: image694.png]d= (2ry+ 3y + 9y + (27 + 6oy + 9r);




є потенціальним, і знайти потенціал цього поля;"
Розв'язування. Легко переконатись, що
[image: image695.png]i j k
lid 5l 8_0
% 5 5 | =0

2y + 3y +9 z?+6xy+9z O




Потенціал[image: image696.png]@ = (z,V)



обчислюємо за формулою (З.5)
[image: image697.png]z y ) .
olz,y) = / 0dz + / (2° + 6zy + 9z)dy + C = 2"y + 3zy* + 9zy.
0 0




Тут за початкову точку взято точку А(0,0).
Варіанти завдань
1. Змінити порядок інтегрування в подвійних інтегралах:
1.[image: image698.png]


;
15. [image: image699.png]J(z,y)dy

o/’d,



;
2.[image: image700.png]H—

da / 1(2,v)dy



;
16. [image: image701.png]dz ].f(z’y)dv
3v/s

¥ ~—o



;
3. [image: image702.png]I(z,y)dz

./.0

2ey—y*

dy

o./..o



;
17.[image: image703.png]



4.[image: image704.png]»~—arcsin y

1
of & //3 f(z,y)d=



;
18.[image: image705.png]Vi—s

dz / f(=,y)dy
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5.[image: image706.png]o .

dy '/ﬁ f(z,y)d=z



;
19.[image: image707.png]O

N
dr 2/ J(z,y)dy

o




6.[image: image708.png]


;
20. [image: image709.png]


;
7.[image: image710.png]i~y

/@L/ f(z,y)dz



;
21.[image: image711.png]f(z,¥)dy




8.[image: image712.png]J(z, y)dy

“N fa-
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lfjo




22.[image: image713.png]O~

dz j f(z,y)My




9.[image: image714.png]3 =
1[ dal /[ f(2,y)dy




23.[image: image715.png]f(=, y)d=z
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і
10.[image: image716.png]


;
 24. 
[image: image717]
11.[image: image718.png]!-?y
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;
25.[image: image719.png]


;
12.[image: image720.png]


;
26·[image: image721.png]] dz 7"! (2,y)dy
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ί
13.[image: image722.png]f(=,y)dy

.m./.ﬂ
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27.[image: image723.png]



14.[image: image724.png]


;
28.[image: image725.png]f(z,y)dy




2. Обчислити подвійний інтеграл за областю D.
[image: image1212.png]


1.[image: image726.png]/D/z’y’dzdy, D: 22+ <16



;
2.
3.[image: image727.png]


;
[image: image1213.jpg]vz(z.y)
/ / f(-"c,y,Z)dzdydz- / dzdy / f(z,y, zjdz.

4’1(8,1!)



4. 
5.[image: image728.png]//(z’+y)dzdy, D: y>a, z}ky’




6. [image: image729.png]/!ain(z+y}dsdy, D: z’+y’L§4




7.[image: image730.png]//z’y’dzdy,' D: P+57<1,y>0
D ’ _




8.[image: image731.png]



9. [image: image732.png]/!z’(y—z)dzdy, D: y22* 224



.
10. [image: image733.png]/zdzdy, D: y>2', z4+y<2,2>0



;
11.[image: image734.png]//z’ydzdy, D: (=1 +y°<1,y>0



;
12.[image: image735.png]/[s’y’dsdy, D: #2+¢<1,y20



.
13.[image: image736.png]/!(:c+y)dzdy, D: z+y<l, 22+ <1, 920



;
14.[image: image737.png]//fydzdy, D: y>20,y< 2z ~2?



.
15.[image: image738.png]/[sin(s+u)dady, D: y=0,y==z2, 2+y=nx/2




16.[image: image739.png]/coo(z+y)dzdy, D: 2=0,y=x,y=2



.
17.[image: image740.png]/(z’+y’)dcdy, D: y=z,2+y=2,2=0
D



.
18. [image: image741.png]/fzydxdy, D: z+y=2 22+ =2

D



;
19. [image: image742.png]/!(H%)dtdv, D: y=2), y=z



;
20.[image: image743.png]//e""'dzdy, D: y=e®, 2=0,y=2
D



.
21.[image: image744.png]zdzd ’
//z“-}-:” D: y==ziga, y=2



. 22.[image: image745.png]//\/l+z’dzdy, D: y’—-z’:l,f.—-:l, z=;2.§=ﬂ(y>0)
J |




[image: image1214.png]y=sinz, y=0(0< z < %)




23. 


D - трапеція з вершина ми в точках
((1;1), (5;1), (10; 2), (2; 2);
[image: image1215.png]a=y]+ 2k



24.

D - трикутник з вершинами в точках
(0;0), (1;1), (0;1);
[image: image1216.png]=2I’



25.

D -  трикутник з вершинами в точках
(1;3), (-1;1), (2;-4);
[image: image1217.jpg]%| "L

TS

=5

220,

y20



26.
[image: image1218.jpg]L4

TS



27.
[image: image1219.png]


28.

3. Обчислити подвійний інтеграл, переходячи до полярної системи координат.
[image: image1220.png]AL

Tl

=1 (a>b)



1.
[image: image1221.png]


2.
[image: image1222.png][f@-vizty, D: z4y<z 220,420
D



3.
[image: image1223.png][[evists, D: E+iist a20,y20
D



4.
[image: image1224.jpg]/!\/;v——v’dzdv



5.
[image: image1225.jpg]


6. ;
[image: image1226.jpg]/:D/(zz+3y+l)dzdy




7.
8. [image: image746.png]/b/(z’-i-y’)dzdy, D: 22+ =8z



;
 9.[image: image1227.jpg]//(cosza""am”)dad”’ D: ?’=0, Vfoa 43+4U""!'=0
D




10.[image: image747.png]


;
[image: image1228.jpg]/(a;+y)dxdy, D: B+ =z+y
J |




11.

12.[image: image748.png]//(L——dzdy D: @+ <nh y20



;
[image: image1229.jpg]



13.;
[image: image1230.jpg]//\/a"—c’-y’dzdy, D: .rf+y’==az, y20,a>0

D



14.,
[image: image1231.jpg]/;)/y’dzdy, D: z’+y’5}z’{yzo



15.;
[image: image1232.jpg]//(z’-{-y’)dxdy, D: z’+ﬂ|$R’, z2>0

D



16.;
[image: image1233.jpg]/ln.(1+z’+y')dzdy, D: dlt’+y’=4,320,y_20

D .




17. 
[image: image1234.jpg]1— 23 — 4
// 1_‘_:‘%;,43@ D: S 4p=1,230,y30




18.;
19.[image: image749.png]


;
20.[image: image750.png]/!(z’w’)’d:d
v, D: z*+y® <8z



; 21.[image: image751.png]/sin\/x’+y’dzdy, D: 2*+y’ <4z, y<0

D




22.[image: image752.png]/!e"ﬂ’dzdy, D: 2+ <16, y<0



;
23.[image: image753.png]Vi-a2 -2 _
J[ a2 e 51020



;
24.[image: image754.png]


;
25.[image: image755.png][[#vdsay, p: P e-121, P10t sy
J |



;
26.[image: image756.png]//\/z’-i-y’dzdy, D: 2+ 2z 22+ <22, py<0
D 5 '




[image: image1235.png][[wtielasty, p: Fay=1, PP esy= T
5 V3
y=2v3,320,y20;




27.
28. [image: image757.png]J[ a5 o vsViva v20

2+ +1
D




4· За допомогою подвійного інтеграла обчислити площу фігури, обмеженої лініями.
1.[image: image758.png]sy=1, z+y=23H



;
2.[image: image759.png]v=ve, y=2/z, =




3.[image: image760.png]



4.[image: image761.png]2°,

y=2"%,

y=4




5.[image: image762.png](@ +9*) =

202
Ty




[image: image1236.png]/‘/(2*23*3ﬂ)d¢dﬁ. D: 22+ =9
D



6.      
7.[image: image763.png]y=22-2

y=2"



;
8.[image: image764.png]y’=4+z, z+3y=0



;
9.[image: image765.png]y = sinz,

y = cos 3,

2=0



;
10.[image: image766.png]z=+/9-12 z=+v1+p?



;
11.[image: image767.png]y=+bz-23 y==2



;
12.[image: image768.png]4y = 316 - 22, py=|a



ί
13.[image: image769.png]y=2z v
' +2, y=2+v8-33



;
14.[image: image770.png]P+ =4z, P?+y’ =82, y=az, y=2



;
[image: image1237.png]#1ﬂ(ﬂd:ﬂ)d@dv. D: 2+¢°=1,22>0




15.
16.[image: image771.png]P4+ =22 y=%—=r



(фігура, що лежить між площинами);
17.[image: image772.png]= + yz = 2y,

y:

0O b



(меншого сегмента);
18.[image: image773.png]2+y’=4, z+y=2



 (меншого сегмента);
19.[image: image774.png]P ryP=22 z+y=2



 (меншого сегмента);
20.[image: image775.png]z=¢y*, 4z-6y+2=0



;
21.[image: image776.png]


 (частин, що не містять початок
координаті);
22.[image: image1238.png]x’

9

f+fsf




23.[image: image777.png]



24.[image: image778.png]y=vz, y=3Y!;: z2=9



;
25.[image: image779.png]


;
26.[image: image780.png]224yt =22 y==2



( меншої фігури); 27.[image: image781.png]¥ =z'+1, L2+ =9




28.[image: image782.png]Y=z, =2, s+y=60




5. Застосування подвійних інтегралів. Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнями.
1. [image: image783.png]z=y+1, z=%?, =2=0, 2=3



;
2.[image: image784.png]2+y=2,

2=0,

12=0




3.[image: image785.png]-

i

y=34, z=z’+v’+l




4.[image: image786.png]z=z +y’, =0, y=0, 2=0, z+y=1




5.[image: image787.png]1=9-y, =0, y=0, 5=0, 3s+4y=12(y>0)



ί
6.[image: image788.png]y::’, y=1, z+y+3=4 22=0



;
7.[image: image789.png]s=2+y*, z+y=4 2=0, y=0, 2=0



Γ Обчислити площу.
8.
Частини площини[image: image790.png]6z+3y+22=12



, яка міститься в І октанті.
9. Частини поверхні параболоїда[image: image791.png]P+ 2

22



» яка міститься ніж
циліндром[image: image792.png]


і площиною[image: image793.png]



10. Частини поверхні циліндра[image: image794.png]2+ =1(z>0)



, яка міститься між площинами[image: image795.png]


і[image: image796.png]



11. Частини поверхні циліндра[image: image797.png]234yt =22



, яка вирізується з нього сферою[image: image798.png]2+ +5 =4




12. Частини поверхні[image: image799.png]


, яка знаходиться над прямокутником, що лежить у площині [image: image800.png]


 і обмежений прямими[image: image801.png]z2=0y=0,2=3,




[image: image802]
Знайти масу.
13. Круглої пластини радіуса Я, якщо її густина у кожній точці пропорційна до відстані цієї точки від центра і дорівнює 3 на краю пластини.
14. Квадратної пластини зі стороною 2а, густина якої у кожній точці пропорційна до квадрата відстані цієї точки від центра пластини і дорівнює 1 наш кутах.

15. Плоского кільця, обмеженого двома концентричними колами з радіусами R і r (R > r), якщо густина обернено пропорційна до відстані від центра кіл і на колі внутрішнього круга дорівнює 1.

16. Еліпса 
[image: image803], густина якого в кожній точці пропорційна до відстані її від великої осі й дорівнює[image: image804.png]


на відстані від цієї осі, що становить одиницю.

Знайти координати центра мас однорідної плоскої фігури D, обмеженої лініями.
[image: image1239.png]<4
/" Y D: 2+y2>1, 22+¢
| 7ot




17. 18.[image: image805.png]y=anz,

y=0




19. Круговий сектором (бісектрисою якого в вісь Ох) з вершиною в початку координат, центральним кутом а і радіусом R.
20. 
[image: image806]
Обчислити момент інерції однорідних плоских

фігур (густина [image: image807.jpg]1z,9) =1



)

21. Прямокутника зі сторонами а і b відносно точки перетину його діагоналей.
і
22 Еліпса

[image: image808]відносно центра.
23. Квадрата зі стороною а відносно вершини.
24. Круга радіуса R відносно точки яка лежить на колі.
Обчисляти момент інерції однорідних плоских
фігур [image: image809.jpg](v(=z,y)=1)





25. Трикутника обмеженого прямими [image: image810.jpg]zty=2z=2,y=2



 відносно осі Ох.




26. Круга радіуса R відносно дотичної.

27. Кругового кільця з радіусами R і r (R > r) відносно його діаметра.
28.
Квадрата зі стороною а відносно прямої, яка проходить через його вершину перпендикулярно до діагоналі квадрата.
6. Обчислити потрійний інтеграл за областю V:

[image: image1240.png]// Ydedy, D: 2 +(y-1P21, x’+y”$4y



1.
[image: image1241.png]'/D/e")"’dzdv, D: 2+¢<a’, z2>0



[image: image1242.png]Z}fmdw D: £2+y29, 2 e‘+ <16, y>0



[image: image1243.png]


23

5. [image: image811.png]][/z’y’zdxdydz, V: z2z=zy, 2=0,y=z,¢y=0, zi=1




6·[image: image812.png]/[/zmdzdvdz. Vi a4y =22 (y20),2=0, 2=a




7.[image: image1244.png]/ln(z’+y’)dzdy, D: £2+y*<e’, 2*+y* < e




8.[image: image1245.png]yv=lnz, z-y=1, y=-1




[image: image1246.png]/z\/:c’-i-v’ dy, D: (z’+v’)’_-_-_'§a’(z’—w’).z.>_0
D ’




9.

10.[image: image813.png]// dedydz, V: P+ =4, =0, 2+y+a=3
\ 2




11.[image: image814.png]3
'

l// (2* + y*)dodydz, V: z’+y“+z’=R“,z=0(zg[0)‘
J




12. [image: image815.png][[[E4%, v. pepra=1,2=0
Y/.'V//—\TZ-_' : Z+ﬂ’+ =1, 3= (220)





[image: image1247.png]


13.          
14.[image: image1248.png]



15. [image: image816.png]V/ (x® +P)rdydz, V: 1<P 4+ +2° <4(x20)
v



)
16. [image: image817.png]L///zyda:dydz, V\;\_z’+y’_<_1l, z>0,y2>0, 05:5}1
v



;
17.[image: image818.png]!
///cyzdzdydz, V: 0<2<2,0<y<2 <2<y
v .




18. [image: image819.png]'/[/yzdxdydz, V: 24+ 4+ <972>0



;
[image: image1249.png]P =4z2+4, yP=-22+4



19.
[image: image1250.jpg]///zydzdydz, V: s=2y,2+y=1, 3=0(2>0)



20.
21. [image: image1251.jpg]dzdydz '
//./(3+yv+;)3’ V. x=(1’ll=0,z=0,z+y+,=l
v



;
22.[image: image1252.jpg]///yooe(z+;)dzdydz, V:! y=vz, y=0,2=0,z+z=x/2
v f




23. [image: image1253.jpg]///zyzdgdydz V: y= ""'-U’»z=zy,z=0



;
24.[image: image1254.png]\/J/dxd:ﬂ% V: 3"""’:1("20)’":0,2:0?;::3



;
25.[image: image1255.png]dzxdydz
/) 7

V: z2=22+¢2, 3=1



;
[image: image1256.png]Jf// vel+yldedyds, V: z=2’-p?, o=0, 2’ +y’=1, y=2,
J

v;b(;zzﬂ, z > 0);



26.
[image: image1257.png]y//vm-i-v’-i-z’dcdydz, V: c’+y’+£=R’ (’20’ VZ“} 320)
V .




27. 
[image: image1258.png]l// Vel +yt +23dzdyds, V: '+ + =2
A4




28.
7· Застосування дотрійних інтегралів.
Користуючись потрійним інтегралом, обчислити об9«м
тіла, обмеженого поверхнями.
1.[image: image820.png]az=z’+v{', 2= /a? + 3, (h)O)




2.[image: image1259.png]/!/z‘yf‘zdzdydz, V: 0<2<1,0<y<z, 0<z<zp




3.[image: image821.png]



[image: image1260.png]// (t+y+2)dzdydz, V: z+y+2<1, 220,920,320
v




4.
5.[image: image822.png]z? +
v’
+
23
=R’
, 2"+
yﬂ
= 347



;
6.[image: image823.png]z=4"ll2.

y=5z%, z=

0




7. [image: image824.png]422 + o2
=2z
, 4z 4
::z’



;
[image: image1261.png]///zdxdydz, V: a’+y’+¥:-’-51,120
v |



8.[image: image825.png]3
2+ + 22 = R, z’+y’+z’=%—-




9.
10.[image: image826.png]az=a' -2 -, 2=0, (a>0)



;
11.[image: image827.png]P 4+y* =R 22+ =R?



;
12.[image: image828.png]22 4+3P =22 22437 =2



.
Знайти момент інерції однорідного тіла (густіна якого [image: image829.png]7(z,2) =1



).
13. Прямокутного паралелепіпеда з ребрами а, Ь і с відносно ребра а і точки перетину діагоналей.
14. Кулі радіуса R відносно дотичної прямої.

15. Параболоїда обертання з радіусом основи R і висотою H відносно його осі.
і

16. Тетраедра x+y+z = 1, x = 0, у = 0, z= 0 відносно площини Оху.
17. Тіла, обмеженого циліндром[image: image830.png]6z



та площинами z=2, у = 0,у= 1, z = 0.

Знайти координати центра тяжіння однорідного ([image: image831.png]v(z,¥,2) =1



) тіла, обмеженого поверхнями.
18.[image: image832.png]



[image: image1262.png]/’/ dzdyds v .
Gryrarny 0 THes8e20,0<y<h 220



19.[image: image833.png]2? 4
yl
+
23 =
= R?
, 220



 20.Знайти масу тіла,
21. Циліндра[image: image834.png]P+yt=r3,0<z<h



, якщо об'ємна густина в кожній точці циліндра пропорційна до квадрата відстані цієї точки від осі.
22. Сферичного шару[image: image835.png]2?3+ 2% > a?, ¥4+t + 27 < 4a?



, якщо густина в кожній точці обернено пропорційна відстані цієї точки від початку координат. 
23. Піраміди, утвореної площинами x+y+z= а, x = 0, у = 0, z = 0,
якщо густина в кожній точці дорівнює аплікаті цієї точки.
24.
Куба, якщо, в кожній точці об’ємна густина дорівнює сумі її відстаней від трьох граней цього куба, які проходять через задану його вершину.
25.Речовини, що заповнює спільну частину 2-х куль, [image: image836.png]z2+y’+zz S Rz



, [image: image837.png]2’ + 1y’ + 2 < 2Rz



 , якщо[image: image838.png]7(z,y,2)



пропорційна до відстані точки від площини Оху.
Знайти об'єм тіла, обмеженого поверхнями.
26.[image: image839.png]z=ln(z+2),2=ln(6-2),2=0,z+y=2,z2-y=2




27.[image: image840.png]P+l =2,82+1P=6-2,2>0



 28.[image: image841.png]B +yP=y 422 =y y=




8. Обчислити криволінійні інтеграли 1-го роду за дугою кривої l
1. [image: image1263.png]z +y i
///zdzdydz, V: 22> T 25
v




[image: image1264.png]JJf =55 Vi Pzeediestazo vz
1-23-y*




2.
3.[image: image842.png]



4.[image: image843.png]


, l – дуга циклоїди[image: image844.png]z=t—gnt,y=1-coet,0<t< 2%




5.[image: image845.png]iy + 22
z? + 2 @



, l — перший виток гвинтової лінії [image: image846.png]z=acost,y=asint,z = at




6. [image: image847.png]


, l — верхня половина кола [image: image848.png]z = acosi,y = asnl




7.[image: image849.png]


, l — відрізок прямої від т. А(0;0) до т.B(4;3);
8.[image: image850.png][ (= 4 y)di



, l - відрізок прямої від т. Α(3;2) до B(4;4);
9.  [image: image851.png]


 , l- ламана OАB; O(0;0), А(2;О),В(4;2);
10.[image: image852.png][ @+



, l - відрізок прямої від т. А(0; 1) до т. 2?(2; 3);
11. [image: image853.png]


, l -парабола[image: image854.png]


від т. Л(0;0) до т. В(2;4);
12. [image: image855.png][eva



, l - дуга гіперболи[image: image856.png]z:cht,y:}-ht.oststo



;
13.[image: image857.png]/ VEHr g



, l - випуклий контур, обмежений кривими
[image: image858.png]p=0,p=0,p=x/4




14.[image: image859.png][ s



 , l - частина спіралі Архімеда [image: image860.png]


,
що лежить всередині круга р = R;
15. [image: image861.png][ VT, a4y =4
A



;
16.[image: image862.png]/zy dl



, l - дуга астроїди[image: image863.png]2=2cod®t,y
t,y&2en*t,0<t <



;
17. [image: image864.png]/(z—y)dl, l:2 + " = az
1



;
18. [image: image865.png]


;
19.[image: image866.png]/(z’-&-y’-&-z’)dl, l:a:::acost,y:asint,‘z:bt,ost521!'
1



; 
20.[image: image867.png]


, l - дуга параболи[image: image868.png]v'=2pz



, відтяті параболою [image: image869.png]#*=2py



;
21.[image: image870.png]/yzdl



, l - контур прямокутника[image: image871.png]


;
22.[image: image872.png]/ dl
ERVE R



, l - відрізок прямої вік т. A(0;0) до т. B(1;2);
23.[image: image873.png]3



 l - дуга півкубічної параболи[image: image874.png]- i
]



від т.[image: image875.png]A(3;2vB)




до т.[image: image1265.png]


;
24. [image: image876.png]


 l - ланцюгова лінія [image: image877.png]y=ach=
@ ch — (jz| < a)




25.[image: image878.png]/:v\/a:’ —12dl, (P +y") =a*(@ -7 (220)




( половина лемніскати Бернулі ) 26. [image: image879.png]/ (24/32' +v4/s) dl



, l – астроїда [image: image880.png]3/ 4 va/: — g3/?




27.[image: image1266.png]/ f sin(++y)dzdvdz, V: z=0, y=0, z=0, z+y=r, z=2
Vv




28.[image: image881.png]/(z’«i—}y’)’dl, l:z*+y* =49
7




9. Обчислити криволінійні інтеграли II-го роду за дугою кривої l.
1.[image: image882.png]ﬁ;’ - ﬁzz)dz :i‘i(?— 2z2z)dz

]



 l – дуга параболи[image: image883.png]



від т. А(-1; 1) до т. В(1; 1);
[image: image1267.png]y’
-
+




2.  
l – відрізок прямої  AB, А(1;1;1), 

В(2;3;4);
3.[image: image884.png]zlz’ |
I/w <ty



,  l — верхня половина еліпса   x=2cos t і, у=sin t 
4.[image: image885.png]/ 2yzdy — yidz



, l- відрізок прямої OА,0(0;0),A(2;1);
5.[image: image886.png]/ 2zzdz—zdz
[



, l- дуга параболи[image: image887.png]


від т. О(0;0)
до т. A(2; 1);    ,
6. [image: image888.png]3 dy
dz—z
fous



, l - дуга параболи[image: image889.png]


від т. 0(0; 0)
до т. A(2; 1);
[image: image1268.png]3=4—-y', z2=y"+2, z=-1, =2



І
7.  l- ламана ΟΒA, O(0;0), Β(2;0), A(2;1);
І
8. [image: image890.png]/coszdz — sinzdz
1



 l - відрізок прямої АВ, A(2; -2), В(-2; 2);
9.[image: image891.png]/ ydz + zdy



, l - чверть дуги кода радіуса R, що лежить у: І квадранті й проходиться за годинниковою стрілкою ; 10.[image: image892.png]zidy - ydz
Py




, l - дуга астроїди[image: image893.png]z|= cos’t,y = sin’ ¢t




від т. А(1;0) до т. В(0; 1);
[image: image1269.png]Il =55
WV Pyt +22a?, 220, 20, 220





11. ;
12.[image: image894.png]/ yzdz+ 2/ R3-y3dy+zydz

t



, l - дуга кривої[image: image895.png]z=Rcost,y=Rsint"



,

[image: image896] , що проходиться від точки перетину цієї кривої з площиною z=0 до точки перетину її з площиною z=a;
13.[image: image897.png]Jeu=1z+ ey
! N



, l- відрізок прямої AB,A(1;0), В(0; 2);
14.[image: image898.png]/zy’dz + yzidz



, І- відрізок прямої АВ, A(0;0;0), B(-2;4;5);
15. [image: image899.png](z+ y)dz+ (2 - v)dv ,
22+, )

122+y2=02:




;
16.[image: image900.png]&
/ y(z - y)}k + zdy



, l- відрізок прямої ОА, O(0;0), Α(1;2);
[image: image1270.png]///xzdidydz, V: 2+ <4, 2+ 21, z+y<8, 220
v



17. , l - контур фігури, що обмежена 
лініями [image: image901.png]y =2’
=9




18.[image: image902.png]/ (zy - l)d‘f + Ziydy
f



, l - дуга параболи[image: image903.png]1z +9* =4




від т. A(1;0) до т, B(0;2);
19.[image: image904.png]/ v(z - y)dz + zdy
[}



, l - дуга кривої[image: image905.png]



від т. О(0; 0) до т. Л(1;2);
20.[image: image906.png]/ 2y sin 2zdz — cos 2zdy
l



, 1 - відрізок прямої
від т.[image: image907.png]A(x/4;2)



до т.[image: image908.png]B(x/6;1)



;
21. [image: image909.png]/z’udy - fy’d:c‘, l:z=+vcost,y= Vsint,0<t < x/2

1



;
22.[image: image910.png]/ (z?-y*)dz+zydy
¢



, l - відрізок прямої від т. А(1; 1) до т. В(3; 4);
23.[image: image911.png]s |&
< |



  l - чверть кола радіуса R, шо лежить у
І квадранті й проходиться проти годинникової стрілки;
24.[image: image912.png]/ z’ydz+1{3dy



, l - контур, що складається з частин парабол
[image: image913.png]z=y'y=p"



 і проходиться проти годинникової стрілки;
25.[image: image914.png]


, l - дуга еліпса[image: image915.png]z =cost,y = 2s8int




від т. A(1; 0) до т. В(0; 2);
26.[image: image916.png]/ y cos zdz+ sin zdy



, l - контур AВС: A(-1;0), B(0;2), C(2;0);
27.[image: image917.png]/ y(z—y)dz+zdy
{



, l - дуга кривої[image: image918.png]


від т. О(0; 0) до т. B(1;2); 28.[image: image919.png]/(z’-—y’)d.z+(z’+y’)dy, l:§+{;F1
{




10. Застосування криволінійних інтегралів. 

Знайти площу області D за допомогою криволінійного інтеграла.
1.[image: image920.png]D: z=acost, y=bsint




2. [image: image921.png]


;
3.[image: image922.png]D: z=acos’t, y=asin’t



 (астроїда); 4.[image: image923.png]D: z=a(2cost—cos2t), y=a(2sint—gin2t), 0<t<2x




(кардіоїда);
5. [image: image924.png]Wle




6·[image: image925.png]D: (z+y)*=az, y=0 (a>0)



ί
7. [image: image926.png]D: y=e*
D y=e =
, z+y=e’+2, =0, y=0Q



;
8.[image: image927.png]D: y=2% y=
y=2% y=10°% z4y-11=0




Знайти довжину дуги кривої l за допомогою криволінійного інтеграла.
*
9.
l - кардіоїда[image: image928.png]z=2acost—acost, y = 2a8int — asin2t



;
10. l - дуга ланцюгової лінії[image: image929.png]y:%(e’/“+et“/°),05w$a



;

11. l - крива[image: image930.png]z = cost, y = sin*t



;

12. l - дуга кривої[image: image931.png]z=elcost,y=-elsint, 0 <t <1



·,

13. l - дуга трактриси[image: image932.png]z =a(cost+Intg &),y = asint



 т. A(0;a) до
[image: image1271.png]2=z +?, z=2"+2°, y=12, y=2z z=1




т.  ;
14.l - дуга кривої[image: image933.png]y=In(1-2?),0<s<}




Знайти масу. 
15. Дуги параболи [image: image934.png]1 =2, (0<z< %)



якщо лінійна густина
[image: image935.png]p(z,v) =l



 
16. Дуги кривої[image: image936.png]


, якщо 

[image: image1272.png]P2+ =222+ =3




лінійна густина
17. Кардіоїди[image: image937.png]p = a(1+cos p)



, якщо[image: image938.png]p(P) = k./p



, де Ρ - довільна точка кардіоїди.
18. Дуги АВ кривої[image: image939.png]


, якщо[image: image940.png]p(z,y) = kz?, A(1;0), B(3;In3)




Знайти координати центра тяжіння.
19. Дуги однорідної кривої [image: image941.png]


від т. A(0;а) до т. B (b;h).
20. Дуги однорідної циклоїди [image: image942.png]z =a(t-sint),y=a(l —cost),0<t <«




21. Однорідної дуги кривої [image: image943.png]% =e'cost,y=e'sint, 7 =¢' (~o0 <t <0)




Знайти момент інерції.
22. Однорідного кола[image: image944.png]23 +
y? =
a?



відносно діаметра.
23. Частини однорідного кола радіуса 2, що лежить в І квадранті, відносно координатних осей і початку координат.
24. Однорідного кола[image: image945.png]2+



відносно точки к(1;0).
Знайти роботу сили [image: image946.png]


при переміщенні матеріальної точки вздовж лінії L від т. Μ до т. N.
25.[image: image947.png]F = (22 - 29)i + (3 — 22)}



; L - відрізок прямої, M(-4;0), N(0;2). 
[image: image1273.png]%;,Zdl, Ir—uopf-amnoi'nn z = a(i— sint); = a(1- cost),0<i<2x

{



26.
27.[image: image948.png]F=yli-235;L: 22 +y? =9 (2> 0,y > 0), M(3;0), N(0;3)



 28.[image: image949.png]F=-zyi; L: y=sinz, M(x;0), N(0;0)




11. Знайти похідну скалярного поля[image: image950.png]u(z,y,2)



в точці[image: image951.png]


 в напрямку вектора[image: image952.png][~1]



.
1.[image: image953.png]v=(22+y? + 2P, a=1-34+Fk My(l31;1)




2.[image: image954.png]u=2zy- oy +23, a=2j-2k Mo(1;5;-2)




3.[image: image955.png]u = z(lny — arctg z)l,‘\\ a=8i+47+ 8k, Mo(-2;1; ‘1)



і
4.[image: image956.png]u =sin(z +2y) + VEVZ, 8 =4i+3j, Mo(x/2;37/2;3)



'
5·[image: image957.png]


;
6·[image: image958.png]u=2z—arctg (y+2), a=23j—4k, Mp(2:1:1)



;
7.[image: image959.png]u=z+ln(2+y?), a=-28+3-K M(2;1:1)



;
8. [image: image960.png]1 0.1.1)‘
? tS a = -'r ) ’ o(: ]
’
u-—yln(1+z) arc z, a 2 3 ZB M



і
9. [image: image961.png]u=In(3-2z%+ zﬁ, a=-1+2j-2k, Mo(1;3;2)




10.[image: image962.png]u=2"y?s—In(z~1), &@=5—6j+2v5k, My(1;1;2)



;
11.[image: image963.png]z+ .y

i
ad=
=2+ k
M,
0(4.' 1:
] ’-2)



;
12.[image: image964.png]u=2/zFy+yarctg 2z, &=4i-3k My(3;-21)



;
13.[image: image965.png]u=In(2®+y*)+2yz, a=7T-7+58, Mo(1;-1;2)



;
14.[image: image966.png]v=In(z+vy?+2?), &= -2i— 3+ k, Mo(1;-3;4)



;
Знайти кут між градівяташі скалярних подів
u(х, у, z) i v(x, у, z) в точці[image: image967.png]



15.[image: image968.png]_y?



;
16.[image: image969.png]


;
17.[image: image970.png]


 18.[image: image971.png]



19.[image: image972.png]+0y' +3VE2, Mo(v2

. lo 1
5 7)



;
20.[image: image973.png]2 v 71 2
u=—z—-yz-, v:3\/§2?-7§-—3\/§z” Mo\g;m‘/;)



;
[image: image1274.png]/ V&l + yidl, /l : @ = a(cost+isint),y = a(sint—1cost),0<t<2x
1



21.[image: image974.png]_ 3, 1\/’3’
u = gy, v---2av'+3y2 272, Mo( Y 2)



; 
22.

23.[image: image975.png]%= —

v—
zydz’

\/iw’J[T-—G\/"z’ Mo(l



;
24.[image: image976.png]U= —
y V=

1 bf af
2z :
' M°(f vE f)





25.[image: image977.png]N
IS
-

V2
9y

2

4

u=2zyz, v



;
26.[image: image978.png]



27.[image: image979.png]


;
28.[image: image980.png]



12. Обчислити потік векторного поля[image: image981.png][~



. Нормаль зовнішня.
1. Через прямий круговий циліндр з висотою h, радіусом основи R (основа лежить в площині z = 0) та віссю симетрії Oz,[image: image982.png]8= gi+y)+k



.
2. Через сферу радіуса R з центром у початку координат,[image: image983.png]+

pirT



,

[image: image984.png]F=zi+yj+ 2k



.

3. Через частину поверхні[image: image985.png]z =z + ¢



, відтяту площиною z = 2,

[image: image986] 
4. Через бічну поверхню циліндра[image: image987.png]


, обмежену площинами [image: image988.png]2=0,z2=h>0,a=+ 2k




5. Через верхню сторону круга, що вирізається конусом [image: image989.png]z=\/z3 41




на площині[image: image990.png]z=h>0,a=|zi +yj + 2k




6. Через зовнішню сторону частини параболоїда[image: image991.png]2+ =97



,
розташовану в І октанті,[image: image992.png]B = 3zi — yj — 2k




7. Через частину площини[image: image993.png]20+ +2z=1



, розташовану в I октанті (нормаль утворює гострий кут з віссю 0z),[image: image994.png]8=z +yj+ 22k




8. Через частину площини 2x+3y+z=1, розташовану в I октанті
(нормаль утворює гострий кут з віссю Оz),[image: image995.png]



9. Через частину площини х+у+z=1, розташовану в I октанті
(нормаль утворює гострий кут з віссю Oz),[image: image996.png]d=zi+yj+ 2k




10. Через частину площини[image: image997.png]fF+y+z=1



, розташовану в І октанті

(нормаль утворює гострий кут з віссю 0z),[image: image998.png]‘6=d3+3zk




[image: image1275.png]


Використовуючи формулу Остроградського - Гауса, обчисляти потік векторного поля a через замкнуту поверхню σ (нормаль зовнішня).
11.[image: image999.png]a=zi - 2yj + 3zk, o:{"'ﬂ”: z,
z2=2z



;
12.[image: image1000.png]‘ - - =2-4(z? + M),
&= (22+y)j+ (y+22)k, “{;:4(:’23’) ;‘



;
13.[image: image1001.png]3= (23 -32)i + (32 +22)] + (2 + y + 2)F, a:{



;
14. 
[image: image1276.png]/‘z= rdl, l:z'+y =16
/ v fi



[image: image1277.png]/ zdz+ydy-+(z+y—1)dz
1 i



15.
16.
[image: image1278.png]/ 2yzdy — y*dz



17.
[image: image1279.png]/ydx —~zdy, l:z=acost,y= bsint,‘O <t<2x
1



18. 
[image: image1280.png]/ 2z(y ~- lﬁdz + z?dy
1



[image: image1281.png]In3); 2= “‘/_
B(5(1~1a3);



19.
20.
21.[image: image1002.png]


;
22.[image: image1003.png]D+y?=1, =0,

a=azi— j :
A=Wtk o {z+,;_2y+3z=6



; -
23.[image: image1004.png]3P +1, 2=0,

™N

ll

+
=S,

P

a=2z-y)j+(z -2k, é:*{

%

+v’

i



ї
24.[image: image1005.png]


;
25.[image: image1006.png]3=82 -2+ 2k, o: z+y=1,2=0,y=0,
J ! z:z’+y’,z=0




26.[image: image1007.png]z=3—2(2,+v,),

a = 6zi ~ 2yj — zF, 0={zz=,z+yz, z2>0



;
27.[image: image1008.png](y + 22)s — yj + 32k, o‘:{

z=9-§(z,+yz))
22_.__x2+y3’ 220



;
28.[image: image1009.png]S

i + (2 + 2y)] + 2k, 0‘:{




13. Обчислити дивергенцію векторного поля a.
1.[image: image1010.png]@=(zi+yj+2k)- Va? + 1 + 22



;
2.[image: image1011.png]a=zn+yj)+ ek



 
[image: image1282.png]2y

b(z,y,3) = ~




3.
4.[image: image1012.png]& = grad (2? + arctg ﬁcy)



;
5.[image: image1013.png]


;
6.[image: image1014.png]


;
7. [image: image1015.png]d=1xF, f:z?+yf+zl—:



;
8.[image: image1016.png]d =grad /4 + :c’+a"



;
9.[image: image1017.png]d=rot (jx7), F=zi+yj+zk



;
10.[image: image1018.png]a = rot (g%yi + 77 -?— zk)



;
11.[image: image1019.png]grad (in(1+ zzyﬁ))




12.[image: image1020.png]a = grad (arctg -g + z)




13.[image: image1021.png]a = rot (2 yz1 + 2y’ 2] + 2y2?k)



;
14.[image: image1022.png]


;
15. [image: image1023.png]3 = rot ((2? + Y+ (P2 +1)] + (yz + 1)k)



;
*
16.[image: image1024.png]ad=2(y’ + 2) +y(2* + 2°)j + 2(2* + y*)k)



;
17.[image: image1025.png]a=rot ((y" +2)i+ (' +2Yj+ (' + y)k)



;
18.[image: image1026.png]d = grad (cos zyz — zy)




19.[image: image1027.png]da=rot ((y—zh + (z - y)] + (z — 2)k)



 20.[image: image1028.png]a=grad (\Vz? +y? + 27 +y)




21.[image: image1029.png](1+\/z’+y’+ ’)-

zi+y) + 2k

24y + 22




22.[image: image1030.png]i

rot(

Ty; _ *ig

yz

J+

z

k

)



;
23.[image: image1031.png]~}

i

Ti+yi+z2zk
. oW =5

VvV +yr+ 22



;
24.[image: image1032.png]é = grad (cos zyz + sin zy)



 25.[image: image1033.png]a = rot (zyz(zi —~ yj + 2k))



 26.[image: image1034.png]a@ = rot (i — 3j — 2k)arctg (z — y — z)



;
27.[image: image1035.png]@ = grad (arctg % +In(z? + 2%))



 28.[image: image1036.png]a =rot (y*% ~ 2?7 + k)




14. Знайти ротор векторного поля[image: image1037.png]


.
1. [image: image1038.png]d=(z+2)i+@W+2)i+(z2+p)k



;
2.[image: image1039.png]=@ +yPi+ayzj+ (P + 2Nk

l




3.[image: image1040.png]z+y1+zk



;
4.[image: image1041.png]1 - -
a= -2-(—y2‘. + zzj)




5.[image: image1042.png]a:-_ -:_ - 1
y'i - 225 + 2Pk e 4 U




6.[image: image1043.png]a = (v, Yy, Vz)



;
7.[image: image1044.png]& = (3y2;0; —y)



;
8.[image: image1045.png]Ql

= zzk — yj



;
9.[image: image1046.png]a=12"j - y'k + y2i



,
10.[image: image1047.png]



11.[image: image1048.png]a=(gradu)xb, w=y~2zz+2*, b=i+2j-3k



;
12. [image: image1049.png]a= 51 X 62, 51 = —t;. 52 = .Z;t‘ﬂ— 32[7



;
13.[image: image1050.png]


;
14.[image: image1051.png]a= Zzyj—zjl-:‘



;
15.[image: image1052.png]d=0b1 xby, by =2j—2zk, by =ai-yj+2ak



; 16.[image: image1053.png]a=bx(gradu), b=3-2k u=azy:



 ;
17.[image: image1054.png]a=zi‘—z’3+y’l’c



;
18.[image: image1055.png]a=yz + 225 + zyk



;
19.[image: image1056.png]d=bx(gradu), b=-z14+2j, u=zyz



 ;
20.[image: image1057.png]a=(gradu)xb, u=2z>-2yz+3, b=i-2j+3k



;
21.[image: image1058.png]d=by xby, by =-23, b3 == — 2] + zypk




Якою повинна бути функція f(х,у), щоб [image: image1059.png]


?
22. [image: image1060.png]a=(3zy;—f(z,0)) b= p(2 +F)



;
23.[image: image1061.png]a=2z+ f(z,y)k; b= (25; —42;0)




Якою повинна бути функція f (х,y), щоб [image: image1062.png]rot a=2>



?
24.[image: image1063.png]= (yz; f(z,2);2y); b=k -1



;
25.[image: image1064.png]=y + f(z,2)) —zk; b=1+ 5 + zk




Якою повинна бути функція /, щоб [image: image1065.png]—

rotd=>



?
26.[image: image1066.png]G=yzi+ f(z)] —zk; b=y) + (22 - 2)k




27.[image: image1067.png]a=f(2)i+z2j -3k b=(-3-2)i+ 225+ zk



 28.[image: image1068.png]= zs’+zf(y);—zy)5;l—1= 2 + z3




15. Обчислити циркуляцію векторного поля[image: image1069.png]<1}



 вздовж лінії L.
1.[image: image1070.png]a= (22 + )i+ (ys - 2)] - (2> + ")k



;

[image: image1283.png]Fzyi+zj;L: 222+’ =1 (y 2 0), M(-l-;O), N(-

1
7 79)



[image: image1284.png]


L – коло 2.[image: image1071.png]a = 2yl + yzj + z2k



, L - еліпс; 
[image: image1285.png]2+y =2,
a=-2zi+zi+(z+ )k, 0:Q 2=20 447
z=10



3.[image: image1072.png]a= -2+ 27 + 2k



, L - еліпс;  
4.[image: image1073.png]n

b1

-,

+ zyj + yzk



, L - коло [image: image1074.png]2+

—
———



        
5.[image: image1075.png]a=(2zy-y)i+(2* +1)j



, L - коло [image: image1076.png]


;
6.[image: image1077.png]a=(z+yv2? + )i+ (y - 2V2* +12)j



, L - коло [image: image1078.png]


;
7.[image: image1079.png]d=(2+yV/22 + )i+ (y — 2/2% + ?)j



, L - коло  [image: image1080.png]2+ =4



;
8.[image: image1081.png]t~1]

(2 - ) + (2 + )7
J



, L- еліпс  [image: image1082.png]



9.[image: image1083.png]a=azt— 25+ 2k



, L - коло [image: image1084.png]z=cost, 0 <t<2rx,
y = sint,
z=13




10.[image: image1085.png]Zi:—a:’ < e
y:+w+zl_c



, L - коло;  [image: image1086.png]?+y? =3 2=2




11.[image: image1087.png]a=(y-20+(-y)J+k



, L - коло; [image: image1088.png]P?+yt=12=1




12.[image: image1089.png]


, L - коло;  [image: image1090.png]y = 2sint,
z=1

»’

{zzzoost, 0<t<2n,




13.[image: image1091.png]


, L - коло; [image: image1092.png]2 +y' =3 2z=1




14.[image: image1093.png]=1

= 621 — 2§ + zyk



, L - коло;   [image: image1094.png]z=23cost, 0 <t <2nm,
y = 3sint,
z=1




15.[image: image1095.png]G=21+2274+yb, L: {y=3sint,

z2=2cos8t — 3sint — 2

{:t:cost,ﬂ§t<21r,




16.[image: image1096.png]1 (z=4cost, 0 << 2m,
8 = 4yi - 3zj + zk, E:i {y=4sint,
z=4(1 - cost - sint)




17.[image: image1097.png]. ! 3
a=z+zyj+yk, L: {”_“‘”"”“
. 2=0



;

[image: image1286.png]@+ =1,
a=(y+z)?+(z—2y+z)}'+zﬁ, Ot{zzz’ v

z=0 ’



18.
19.[image: image1098.png]L _ z=13cost, 0<t<2n,
a=zyi+zi+1v°k, L: y = sint,
z=1




20.[image: image1099.png]_ _ z=2co8t, 0 <t<2x,
d=2i—2yj+2k, L: {y=3sint,
z="5




21.[image: image1100.png](=1}

= ~2zyi + 2j + 2°k, L: {

T+ =16
z2=2 ’



;
22.[image: image1101.png]d=(z+2)+(z~-y), L: Z+yP¥ =4



;
23.[image: image1102.png]T 5 2 < . 3=3C08t,0$t<2ﬂ',
6= (2y -3+ (y'z+2)j, L: {y=2aint.



;
24.[image: image1103.png]z=2co8%t, 0 <t<2m,

a=zyi +z3, L— 3 .
¥ t+z], acTpoliia {y = 2sin’,



; 
25. [image: image1104.png]d=(z+3)i+(z-y)j, L: 22+ =9



 
26. [image: image1105.png]= - z=23cost, 0 <t <2n
6=-yi+ej, L: {y=2sint: '




27. [image: image1106.png]il

‘3‘:

+zyj+zk, L:

2+yt =16, 2=2



;
28. [image: image1107.png]


, L - контур[image: image1108.png]AAOB



, A(1;0), O(0;0), B(0;1).
16. Користуючись формулою Стокса, обчислити циркуляцію векторного поля[image: image1109.png][~]]



за контуром L.
1. [image: image1110.png]B=yi+z’j—zk, L: z*+¢°




[image: image1287.png]


2. [image: image1111.png]b:z?-i—ﬁ-i—yl}, L: 22+y =4, 2=0




3.
4. [image: image1112.png]2 + P + 21 =16,
z=0,y=0,z=0



;
5. [image: image1113.png]a = y’i + 2%,

2+ =9,
Jy+4z=5




6.[image: image1114.png]



7.[image: image1115.png]2 +

yz

+ 22 =
= R?

a
=2z
+
zj +
vk
L {
a
|+
y+
z
=R




8.[image: image1116.png]d=(z-22)i+(2+3y+ 2)j+ (52 +y)k




L – контур [image: image1117.png]AABC



, A(1;0;0), B(0;1;0), C(0;0;1);
9.[image: image1118.png]d=(2—-y+32)i+(y—3z+2)j+(z~-3y+2)k



, де L - лінія перетину
площини 2х + 3у + 6z - 3 = 0 з координатними площинами;
10.[image: image1119.png]- - . wd .3 _ Pl
a=2y+5+2k, L: {z +0y = R,
z=




Користуючись формулою Гріна, обчислити циркуляцію векторного поля а за контуром L.
11.[image: image1120.png]d=+/1+23+y2 ?+y[zy+ln(:c+\/1+z’+y’)}f, L: 2’ +y’=R?



;
12.[image: image1121.png]d=(y+zy+(y—2)j, L: z+y=1,2=0,y=0



; 13.[image: image1122.png]a=(z-y)i+2zyj, L: y==z,y=2°




14.[image: image1123.png]<]}

=zln(l1+y*)+

1

T

i

!

;,‘ L:

m’+y’=2z



;
15.[image: image1124.png]3z - y*
_ ¥ /1 + 23
+;ly3]s+(18y +23,/1 + 23
l

i~}





16.[image: image1125.png]&=(2z+3y)17+(3z—4y)§,\ L: 224y =6z +2



;
17. [image: image1126.png]~1}

221 + 2y z — g)? - 16
y)
.
: { b (¥ )
L + 1

2+
6| 9



;
18.[image: image1127.png]a= coszcosy‘t‘—siny(ainx#t}cosy);, L: 22 +22 =2



;
19.[image: image1128.png]Qi

]

z3 + y?



, L - контур ABCDEA, де
:,
А(2;1), B(1;2),C(3;3),D(5;2),E(4;1);
20.[image: image1129.png]< 1]

i

z+2y -

v

: 3
RrTTa

(z+y)?

j



, L - контур[image: image1130.png]AABC



, де
А(1;1), В(2;3), С(5;2).
Користуючись формулою Гріна, обчисляти інтеграли.
21.[image: image1131.png]fL (? = P)de ~ (z - y)dy



, L — контур, утворений лініями
[image: image1132.png]y:\/R’—z’, y=20




22.[image: image1133.png]§ (=4 v (- ydy



,L- контур, утворений лініями

[image: image1134]
23.[image: image1135.png]f(x—i—y)dx—(z-—y)dy, L: 22+ =r*
L



;
24.[image: image1136.png]fzzydz—zy’dy, L: @+ =R?
L



;
25.[image: image1137.png]f(x + y)ldz — (2 + y¥)dy
L



, L — контур[image: image1138.png]


, де
A(0;0), B(1;0), С(0;1);
26.[image: image1139.png]f;; 2(z* + y*)dz + (z + y)’dy



, L- контур[image: image1140.png]


, де
А(1;1),В(2;2),С(1;3); 27.[image: image1141.png]f—z:c’udx+2¢y2dy, L: 22+ =9
L ‘




28.[image: image1142.png]fi vl + é’dx + y(zy + n(z + /2 + y?))dy



, L- контур
прямокутника[image: image1143.png]



17. Властивості векторних і скалярних полів. Перевірити, чи буде векторне поле[image: image1144.png]Qi



потенціальним і соленоїдальним. У випадку потенціальності[image: image1145.png]


 знайти його потенціал.
1.[image: image1146.png]a=(z+ 7y%;y + 7zz;2 + Tzy)



;
2.[image: image1147.png]a = (122 + yz; 12y + zz; 12z + zy)



;
3.[image: image1148.png]a= (122 +yz; 12y + 22,12z + zy)



;
4.[image: image1149.png]é = (z + 2yz;y + 2z2;z + 2xy)



;
5.[image: image1150.png]d = (62 + 72y; 8y + Tzz;62 + Tzy)



;
6.[image: image1151.png]= (8zy; 3z® - 2y;0)

I



; 
7 [image: image1152.png]d = (10z — 3yz; 10y — 3zz;10z - 3zy)



·
8.[image: image1153.png]d = (8z — Syz; 8y — bxz;8z — Szy)



;
9. [image: image1154.png]& = (52 + 4yz; 5y + 422,52 + 4dzy)




10. [image: image1155.png]i = (9z + 5yz; 9y + 5zz; 9z + Sxy)



;
11. [image: image1156.png]@ = (3z - yz;3y — 22,3z — zy)



. 
12. [image: image1157.png]a8 = {9z + 5zy; 9z + Szz; 9z + Hzy)



;
13. [image: image1158.png]— Tzy)
14y — (22,42
a = (4 — Tyz; 4y



; 
14.[image: image1159.png]8=(z2+2yzy+ 222;2 + 22y)




Обчислити[image: image1160.png](V,Vu)




15. [image: image1161.png]u=z®4+2zy—y°



; 
16.[image: image1162.png]


; 
17. [image: image1163.png]u=2z2 4 2zyz



;
18.[image: image1164.png]


;
19.[image: image1165.png]u=e".
(zcosy — ysiny)




Обчислити[image: image1166.png]vV x Vu




20.[image: image1167.png]u =e*? - 52z

Y



; 
21.[image: image1168.png]u=In(z? + ¢ + %)



;
22.[image: image1169.png]u = e V¥ 4 3gy2?



;
23.[image: image1170.png]u = z'yz’ 4 zy



; 
24.[image: image1171.png]u = e*¥

+ zy=z



;
25.[image: image1172.png]u=y2% 4yt 422



; 
26.[image: image1173.png]u=z’+y’+z’




27. Знайти[image: image1174.png]


, де[image: image1175.png]


,[image: image1176.png]u=ga°+y + 22




28. Довести, що[image: image1177.png](V,V) = Au



і перевірити цю рівність на прикладі функції[image: image1178.png]u=e*¥ 4 zp*z
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[image: image1288.png]


[image: image1289.png]


[image: image1290.png]2! +y? = 9,
d=(z+zp+(z+y)k, o: 2=z,
z2=0,220



[image: image1291.png]z-x’-}-y’,f
(3z — y — 2)i + 3y7 + 23k, 00{:-23,
a=(3z -



[image: image1292.png]a=Inva?+y? + ( ik TRl

Vel + P+ 23

!



[image: image1293.png]o z = cost, 0 <!t <2nm,
a=-2yi+3j+yk, L: {y=2sint,
z2=13



[image: image1294.png]= = 1 . J2B+yP+2=4,
%=ya—-m+zk, L; {:v’+y’=z’,z_>_*0



[image: image1295.png]z=2i:r¥ot, 0<t<2n,
{y=2ai*n,
z=2



[image: image1296.png]z=cost, 0 <t <2m,
Y = sint,
z=1-cost - sint
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