Модель фон-Неймана

В моделі фон Неймана розглядається  скінчений набір виробничих процесів вигляду


[image: image1.wmf](,)

jj

ab

   
[image: image2.wmf]1,...,

jm

=

, де n-вимірний вектор 
[image: image3.wmf]j

a

 описує  витрати, а  n-вимірний вектор   
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 описує  випуск продукції при функціонуванні даного процесу з одиничною інтенсивністю,
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Виробничі процеси 
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 будемо називати базисними 
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Введемо до розгляду прямокутні матриці 
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 є  стовпцями матриць А і В відповідно.
Кажуть, що технологію моделі задає пара невід’ємних матриць 
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На підставі базисних процесів побудуємо новий процес, в якому витрати і випуск є лінійною. комбінацією відповідних векторів 
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 вектор інтенсивностей.

Будемо при цьому говорити, що 
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-тий базисний процес 
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Літерою с позначимо множину процесів 
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Модель Леонтьєва є частковим випадком моделі фон Неймана при n=m, B=I.

Опишемо динаміку моделі Фон-Неймана.

Припущення 1: модель фон-Неймана  лінійна.

Через 
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 будемо позначати  вектор інтенсивностей, який описує функціонування моделі на проміжку 
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В кожному із періодів 
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 для виробництва продукції застосовуємо один з процесів з множини С. Він характеризується певним вибором вектора інтенсивностей. 
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Припущення 2: модель Неймана – замкнута


Це означає, що для виробництва в період 
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 ми можемо використовувати тільки ту продукцію, яка вироблена в попередньому періоді 
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Оскільки випуск в період 
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 належить 
[image: image31.wmf]1

t

Bx

-

, а витрати в наступний період належать 
[image: image32.wmf]t

Ax

, то відповідно припущення про замкнутість набуває вигляду
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Це є послідовність векторних нерівностей. При цьому природно вважати , що вектор 
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Означення 1: Послідовність векторів інтенсивностей {
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}, які задовольняють системі нерівностей (3) будем називати планом або траєкторією інтенсивностей. 

Введемо в модель ще поняття цін на товари. Через 
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Прибуток процесу 
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При цьому ми вважаємо на початку періоду 
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 ціну на сировину 
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 реалізуємо вже за цінами нового періоду 
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Припущення 3: Жоден з базисних процесів 
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не дає додатного прибутку 
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Це припущення називається практикою нульового прибутку, або практикою безприбуткового виробництва.

Це припущення дещо парадоксальне. Воно містить своєрідне припущення щодо замкнутості моделі : із зростанням  загального числа товарів, грошова маса не збільшується
Означення 2: Послідовність  
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 векторів цін, які задовольняють систему нерівностей (4) будем називати траєкторією цін.
Припущення 4: Загальна грошова маса не змінюється і весь час знаходиться в обігу, тобто


[image: image55.wmf]1

tttt

pAxpBx

-

=



[image: image56.wmf]T

t

,...,

2

,

1

=

 
(5)


[image: image57.wmf]1

tttt

pBxpAx

-

=




(6)

Означення 3: Траєкторія інтенсивностей 
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Означення 4: Траєкторія цін 
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Підставимо вирази 
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Приходимо до наступних тверджень. 

а) Послідовність інтенсивностей 
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б) Послідовність цін 
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Зазначимо, що для стаціонарних траєкторій 
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 співвідношення  (5), (6 з припущення 3 набувають такого вигляду) відповідно, отримаємо 
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Таким чином математична модель Неймана описується двома нерівностями (3), (4) і двома рівностями (5), (6) для яких аналогами є (7), (8) та (9), (10).

Динамічна рівновага в моделі Неймана

Означення1: Будемо говорити, що модель Неймана знаходиться в стані динамічної рівноваги, якщо існує такий набір 
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Число 
[image: image86.wmf]pAx

 - вартість затрат в стані рівноваги в моделі Неймана, де складовими є 
[image: image87.wmf]p

-вектор цін, 
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Природно вважати, що 
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Означення 2: Трійка 
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називається невиродженим положенням рівноваги в  моделі Неймана.

  Означення 3: Розглянемо множину векторів (промінь) 
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 є компонентою  невиродженого положення рівноваги моделі Неймана. Такий промінь 
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 називається променем Неймана.
Цікаво знати, чи має система (2), (3), (4) розв’язок, тобото, чи існує не вироджене положення рівноваги моделі Неймана, породженої парою матриць (А,В). При певних обмеженнях на ці матриці відповідь на це питання містить 

Теорема 1 (про умови існування невиродженого положення рівноваги моделі Неймана):

Нехай 
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 - матриця затрат, 
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 немає нульових стовпців, в матриці 
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 - нульових рядків. Тоді модель Неймана має не вироджене положення рівноваги, або система (2-4) має розв’язок.

Економічне тлумачення
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 означає, що ми не маємо серед базисних процесів, таких, які нічого не витрачають (відсутній „ріг достатку”).

**) умова 
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 означає, що в нашій системі (система замкнута) виробляється всякий  продукт.

[image: image108.wmf]Доведення

Спочатку розглянемо допоміжну задачу лінійного програмування
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де 
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Лема 1: Якщо 
[image: image113.wmf](
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 - неперервна функція, залежна від параметра
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Доведення

Нехай 
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 також обмежена і замкнена множина.

Значення задачі (5) має вигляд:
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Існування такого скінченного 
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 випливає з обмеженості і замкнутості множини 
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Неперервність цієї функції випливає з загальних властивостей задач лінійного програмування, залежних від параметра.

Властивість (**) рівносильна твердженню 
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Властивість (***) легко вивести безпосередньо. Виберемо 
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Нагадаємо, що в матриці В немає нульових стрічок, тобто 
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Четверта властивість (****) є наслідком умови 
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 для будь-яких 
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Лема доведена.

Зазначимо, що функція 
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З встановлених властивостей функції 
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Розглянемо задачу, двоїсту до (5):
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З теореми двоїстості маємо 
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З нерівностей (7) і (9) бачимо, що знайдена трійка 
[image: image153.wmf](
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  є положенням  рівноваги моделі Неймана, хоча, можливо, це не є невироджений випадок.

Значення 
[image: image154.wmf]1
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 будемо називати темпом росту.

Виробничі функції, загальні положення

Моделі, які ми розглядали дотепер були лінійні. Без сумніву, охопити лінійними моделями всю складність сучасних економічних процесів неможливо. Складність полягає ще і в тому, що для того, щоб побудувати, наприклад, модель Неймана, необхідно зібрати дуже багато статистичної інформації, яка враховує всю внутрішню структуру виробництва.

З другого боку, як правило, простіше отримати звітні дані про узагальнені економічні показники такі як вартість виробленого продукту, об’єм основних фондів, чисельність працівників і т.д. Виявляється, що оперуючи лише такими узагальненими даними і розглядаючи виробничий об’єкт як „чорний ящик”, тобто розглядаючи лише зв’язок між затраченими засобами і виробленим продуктом, теж можна отримати змістовний результат.

Ці міркування і є основою теорії виробничих функцій. Ця теорія бере свій початок від 1928 року коли була опублікована стаття американських вчених -  математика Коба і економіста Дугласа «Теорія виробництва», яка і була початком для розвитку нелінійних моделей, зокрема нелінійних виробничих функцій. В цій статті було зроблено спробу емпіричним шляхом визначити вплив залежності величини витраченого капіталу і праці на об’єм виробленої продукції в обробній промисловості США. На основі інформації про капіталовкладення і ресурси робочої сили будується функція для визначення обсягу випуску продукції.

На основі зібраних емпіричних даних 1899-1922рр.було проведено відповідний аналіз і поставлено 3 наступні задачі:

1. Визначити параметричний клас функцій, які найточніше наближають кількісні співвідношення між трьома обраними характеристиками виробничої діяльності;

2. Знайти числові параметри для конкретної функції з заданого класу;

3. Перевірити адекватність моделі (чи наша побудована функція достатньо добре описує експериментальні дані).

Виробнича функція Коба-Дугласа

Коб запропонував функцію виду
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де У - обсяг виробленої продукції;   
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– капіталовкладення
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 – трудові ресурси
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 - числові параметри
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Було складено систему рівнянь
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де 
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фактичні значения відповідних величин в рік 
[image: image167.wmf]t

. Методом найменших квадратів було знайдено значення параметрів 
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, які відповідно мінімізували вираз 
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При цьому з’ясувалось, що 
[image: image172.wmf]1.01
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Тобто було встановлено, що 
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Перевірка адекватності моделі 
[image: image176.wmf](
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 з фактичними даними засвідчила, що отримана залежність дає дуже хороше наближення, а найбільші відхилення величин 
[image: image177.wmf]t
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 і 
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 спостерігались тільки в періоди економічної депресії або надмірного оживлення ділової активності. 
В науковому плані це був чудовий старт і зараз теорія виробничих функцій дуже широко застосовується для задач планування і прогнозування як в окремих галузях, так і на рівні всього народного господарства.

Для вивчення основних математичних характеристик виробничих функцій і їх економічної інтерпретації розглянемо двох факторну функцію
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 - мають той самий смисл, що і в функції Коба-Дугласа (1). Функцію (1) ми будемо і надалі використовувати в якості практичної ілюстрації.
На виробничу функцію (2) накладаються наступні умови: 
1) 
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2) 
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3) 
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4) 
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Коротко пояснимо накладені вимоги:
(3) – при відсутності одного з факторів виробництва, випуск продукції неможливий;

(4) – при збільшенні об’єму одного з факторів , якщо інший – незмінний, випуск продукції зростає;

(5) – якщо один з факторів зафіксувати, то збільшення приросту другого фактора призводить до зменшення термінів приросту випуску продукції;

(6) – умова однорідності степені 
[image: image189.wmf]g

. Показник 
[image: image190.wmf]g

 характеризує ефект від розширення масштабу виробництва. Якщо 
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>1, то одночасне збільшення всіх факторів в 
[image: image192.wmf]l

 разів, призводить до зростання об’єму випуску більше ніж в 
[image: image193.wmf]l

 разів.

На практиці  найчастіше 
[image: image194.wmf]1
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Розглянемо основні економіко-математичні характеристики виробничих функцій;:
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- середня (питома) продуктивність праці; 
(7)
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- середня (питома) фондовіддача;  

 (8)
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 - гранична продуктивність праці;  

 (9)
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 - гранична фондовіддача;   


(10)
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- фондоозброєність (кількість капіталовкладень на одного працівника);
Всі перераховані показники є розмірними величинами, зв’язаними з абсолютними приростами. Представляють інтерес величини, які характеризують процент приросту продукції при збільшенні затрат ресурсу на 1 %. Такі показники називаються коефіцієнтами еластичності. 

Коефіцієнт еластичності по фондах :
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(11)

Пояснимо цю формулу. Нехай приріст 
[image: image201.wmf]K
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 основних фондів при незмінному другому факторі -  трудових ресурсів, відповідає приросту 
[image: image202.wmf]Y
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 об’єму випуску. Тоді збільшення об’єму основних фондів 
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 відповідає збільшенню випуску на 
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. Отже, при збільшенні об’єму основних фондів на 1%, об’єм випуску збільшиться на 
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.. Переходячи до границі при 
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, отримаємо формулу (11).
Коефіцієнт еластичності по праці
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(12)

має аналогічний зміст.

Покажемо, що (1) задовольняє умовам виробничих функцій (3) – (6) і визначимо відповідні характеристики для функції Коба-Дугласа.
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[image: image216.wmf]1
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, тому середня продуктивність праці функції Коба-Дугласа є спадною за аргументом 
[image: image217.wmf]L

. Тобто зі збільшенням затрат середня продуктивність праці падає. Пояснення: оскільки величина другого фактора К незмінна, то додатково залучена робоча сила не забезпечена додатковими засобами виробництва, що і призводить до зниження продуктивності праці.
Аналогічно
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[image: image220.wmf]1
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, тому середня продуктивність праці є спадною;
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, тобто гранична продуктивність праці пропорційна середній продуктивності і завжди менша за неї, бо   
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Аналогічно

[image: image224.wmf]1

F

rAz

K

KL

ab

aa

-

¶

===

¶


Коефіцієнт еластичності по фондах (капіталовкладення)
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, тобто власне параметр 
[image: image226.wmf]a

 у функції Коба-Дугласа і є коефіцієнтом еластичності по фондах, а 
[image: image227.wmf]b

 є коефіцієнтом еластичності по праці. Ці коефіцієнти для функції Коба-Дугласа не залежать від величин факторів К та 
[image: image228.wmf]L

.
Еластичність заміни факторів

Суттєвою особливістю реальних процесів виробництва є можливість заміни одного фактора іншим. Наприклад, при відсутності трактора (вартість якого складає частина основних фондів К) для копання городу його можна замінити певним числом землекопів чи найманих робітників (збільшивши значення фактора 
[image: image229.wmf]L

, який характеризує об’єм трудових ресурсів) і навпаки.

Необхідність заміни факторів випливає з того, що той чи інший ресурс може бути дефіцитним, от і виникає прагнення замінити його в процесі  виробництва іншим, більш доступним.
В рамках великих виробничих систем, як правило, є широкі можливості маневрування ресурсами чи факторами.

Введемо для функції (2) 
[image: image230.wmf](
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 показники які характеризують можливість заміщення одного фактора іншим. Нехай об’єм трудових ресурсів 
[image: image231.wmf]L

 зменшився на 
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Припустимо, що ми змінюємо  на величину 
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. Нам треба з’ясувати на скільки 
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ми повинні змінити 
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, щоб випуск продукції У залишився незмінним? Вважаючи 
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, візьмемо повний диференціал від обох частин рівняння  
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Введемо поняття граничної норми заміни фактора 
[image: image240.wmf]L

 на 
[image: image241.wmf]K
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 - гранична норма заміни   (13)
Очевидно, що можна ввести аналогічний показник 
[image: image243.wmf]L
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, причому 
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Якщо вважати, що виробнича функція є однорідна, то можна отримати простіший вираз для 
[image: image245.wmf]K
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. Розглянемо лінійну однорідну функцію і перейдемо до нових змінних
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Позначимо 
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)

(

)

1

,

L

K

F

k

f

=

, отримаємо запис функції (2) у виді 
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В загальному випадку, якщо ми маємо однорідну функцію степеня 
[image: image250.wmf]g

, то 

[image: image251.wmf](

)

(

)

.

,

k

f

L

L

K

f

L

L

K

F

Y

g

g

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=


Отже
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[image: image253.wmf](
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Бачимо, що для однорідної виробничої функції норма заміни  залежить тільки від величини 
[image: image255.wmf]k

 фон доозброєння.

Для функції Коба-Дугласа    
[image: image256.wmf]k
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,  тобто норма заміни прямо пропорційна фондоозброєності, що цілком природно: чим вища фондооснащеність, тим більше треба фондів для компенсації одиниці трудових ресурсів.
Визначимо коефіцієнти еластичності, тобто на скільки відсотків необхідно змінити фондооснащення, щоб гранична норма заміни змінилася на 
[image: image257.wmf]1%

. Для того, щоб добитися зміни норми заміни на 
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 необхідно змінити величину фондоозброєння на 
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Цю величину назвемо еластичністю заміни 
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Неважко перевірити, що для функції Коба-Дугласа (1) еластичність заміни стала і рівна 1. Аналогічно можна вивести 
[image: image262.wmf]L
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 - еластичність заміни фактора трудових ресурсів 
[image: image263.wmf]L

. Легко пересвідчитись, що  
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, тому ми використовуємо просто 
[image: image265.wmf].

s

 У випадку функції Коба-Дугласа 
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Виробнича функція CES

Всі виробничі функції поділяються на 2 класи:

CES - функції (Constant Elasticity Substitution)
VES - функції (Variable Elasticity Substitution)
Для визначення класу функцій зі сталою еластичністю 
[image: image267.wmf]s

нам необхідно розв’язати диф. рівняння
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 EMBED Equation.3  [image: image269.wmf].
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Загальний розв’язок рівняння (15) має вигляд
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Повертаючись до К і 
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, отримаємо
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Визначивши 
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 і поклавши 
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 і вибравши константи с і с1 , загальний розв’язок (15) можемо записати у виді
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де 
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Умови 
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 і 
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 забезпечують виконання умов (4)-(5).

Форма запису (16) розв’язку рівняння (15) є загально прийнятим видом функції CES/

Наведений розв’язок (16) годиться лише для випадку  
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При 
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 розв’язком рівняння (15) є вже добре нам відома функція Коба-Дугласа.
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