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Елементи теорії множин
Вступ

Дискретна математика є розділом математики, що зародилася в давні часи. Її головною відмінністю є дискретність, тобто антипод неперервності. Дискретна математика включає традиційні розділи математики, які вже сформувалися (математичну логіку, алгебру, теорію чисел), і нові, що інтенсивно розвиваються.

У більш як двотисячорічній історії дискретної математики сучасний період є одним із найінтенсивніших періодів її розвитку: дуже швидко розширюється сфера застосування, інтенсивно зростають обсяги нової інформації та кількість нових результатів. Якщо ще порівняно недавно ця наука була сферою інтересів лише вузького кола фахівців, то тепер вона перетворюється на наукову дисципліну, дуже важливу й потрібну для багатьох, а у сфері сучасної освіти – для всіх.

Масове використання обчислювальної техніки та інформаційних технологій значно розширює сферу прикладних досліджень, у яких все більше застосовується апарат дискретної математики.

Базовим розділом як дискретної математики, так і взагалі всієї математики, є теорія множин.
Коротка історична довідка
Основи теорії множин були закладені відомим німецьким математиком Георгом Кантором у другій половині минулого століття. Поява теорії множин була зустрінута з ентузіазмом багатьма авторитетними математиками. Вони побачили в ній можливість створення метамови математики, тобто формальної одностайної системи понять і принципів, за допомогою якої можна було б викласти з єдиних позицій зміст різноманітних традиційно далеких один від одного розділів математики. Перші такі досить успішні спроби були виконані вже незабаром після виникнення канторівської теорії множин.

Однак пізніші дослідники виявили в теорії Кантора чимало суперечностей: так званих парадоксів або антиномій теорії множин. Виникла кризова ситуація. Одна частина математиків, посилаючись на штучність сформульованих антиномій, вважала за краще не помічати ці суперечності або не надавати їм великого значення. У той час як інша (скажімо, відповідальніша) група математиків зосередила свої зусилля на пошуках більш обгрунтованих та точних принципів і концепцій, на яких могла б бути побудована несуперечлива теорія множин.

У результаті було запропоновано кілька формальних (або аксіоматичних) систем, які служать фундаментом сучасної теорії множин, а значить, фундаментом всієї класичної математики. Важливість цих досліджень серед іншого підкреслює той факт, що значний внесок у становлення аксіоматичної теорії множин зробили такі видатні математики і мислителі XX століття, як Б.Рассел, Д.Гільберт, К.Гедель та ін.

Сьогодні теорія множин - це математична теорія, на якій грунтується більшість розділів сучасної математики, як неперервної, так і дискретної.

Поняття множини. Способи задання множин

Для наших цілей достатньо буде викладення основ так званої інтуїтивної або наївної теорії множин, яка в головних своїх положеннях зберігає ідеї та результати засновника теорії Г.Кантора.

В інтуїтивній теорії множин поняття "множина" належить до первинних невизначальних понять, тобто воно не може бути означено через інші більш прості терміни або об’єкти, а пояснюється на прикладах, апелюючи до нашої уяви та інтуіції. Такими поняттями в математиці є також поняття "число", "пряма", "точка", "площина" тощо.

Канторівський вираз: "Множина - це зібрання в єдине ціле визначених об’єктів, які чітко розрізняються нашою інтуіцією або нашою думкою" - безумовно не може вважатися строгим математичним означенням, а є скоріше поясненням поняття множини, яке заміняє термін "множина" на термін "зібрання". Іншими синонімами основного слова "множина" є "сукупність", "набір", "колекція", "об’єднання" тощо.

Прикладами множин можуть служити: множина десяткових цифр, множина літер українського алфавіту, множина мешканців Києва, множина парних чисел, множина розв’язків деякого рівняння та ін.

На письмі множини позначаються, як правило, великими літерами. Для деяких множин у математиці вживаються сталі позначення. Наприклад, N - множина натуральних чисел, Z - множина цілих чисел, Q - множина раціональних чисел, R - множина дійсних чисел, C - множина комплексних чисел тощо.

Об’єкти, з яких складається задана множина, називають її елементами. Елементи множин позначатимемо малими літерами латинського алфавіту. Той факт, що об’єкт a є елементом множини M записується так: a(M (читається: "a належить M" або"a є елемент M"). Для того, щоб підкреслити, що деякий елемент a не належить множині M, вживають позначення a(M.

Запис a,b,c,...(M використовують для скорочення запису a(M, b(M, c(M,....

Множину називають скінченною, якщо кількість її елементів скінченна, тобто існує натуральне число k, що є числом елементів цієї множини. В іншому разі множина є нескінченною.

Множина є визначеною, коли можна встановити, чи є будь-який об’єкт її членом чи ні.

Для задання множини, утвореної з будь-яких елементів, будемо використовувати два такі способи. В основі обох із них лежить позначення множини за допомогою фігурних дужок.

1. Якщо a1,a2,...,an - деякі об’єкти, то множина цих об’єктів позначається через {a1,a2,...,an}, де у фігурних дужках міститься перелік усіх елементів відповідної множини. З останнього зауваження випливає, що в такий спосіб можуть бути задані тільки скінченні множини. Порядок запису елементів множини при цьому позначенні є неістотним.

Так, множина десяткових цифр записується {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, множина основних арифметичних операцій - {+,-,*,/} або {*,/,+,-}, множина розв’язків нерівності                     (x-1)2 ( 0 - {1}.

Слід пікреслити, що однією з основних ідей канторівської теорії множин був розгляд множини як нового самостійного об’єкта математичного дослідження. Тому необхідно розрізняти такі два різні об’єкти, як елемент a і множина {a}, яка складається з єдиного елемента a. Зокрема, множини можуть виступати в ролі елементів якоїсь іншої множини. Наприклад, множина всіх можливих невпорядкованих пар з елементів a, b і c (елементи в парі не співпадають) D = {{a,b},{a,c},{b,c}} складається з трьох елементів і задана цілком коректно.

2. Другий спосіб задання множин грунтується на зазначенні загальної властивості або породжувальної процедури для всіх об’єктів, що утворюють описувану множину.

У загальному випадку задання множини M має вигляд: M = {a | P(a)}.

Цей вираз читається так: "множина M - це множина всіх таких елементів a, для яких виконується властивість P", де через P(a) позначено властивість, яку мають елементи множини M і тільки вони.
S = { n | n - непарне число } або S = { n | n = 2k+1, k(Z },

X = { x | x = (k, k(Z },

F = { fi | fi+2 = fi+1 + fi, i(N, f1 = f2 = 1 }.

Другий спосіб є більш загальним способом задання множин. Наприклад, введену вище множину D всіх невпорядкованих пар з елементів a, b і c можна задати так

D = { {x,y} | x({a,b,c}, y({a,b,c} і x ( y}.                                              (1.1)

У теорії множин використовується поняття порожньої множини. Вона позначається символом (.

Множина може взагалі не містити елементів, наприклад

S = {x | x – непарне число, що ділиться на 2} = (;
K = {x | x ( R, x2 + 1 = 0} = (.

Для позначення цього факту вводиться поняття порожньої множини.

Це поняття відіграє дуже важливу роль при заданні множин за допомогою опису. Так, без поняття порожньої множини не можна говорити про множину відмінників студентської групи або про множину дійсних коренів квадратного рівняння, не пересвідчившись заздалегідь, чи є в студентській групі відмінники або чи має задане рівняння дійсні корені. Поняття порожньої множини дає змогу оперувати множиною відмінників групи, не турбуючись про те, чи є відмінники в групі, яка розглядається. Порожню множину умовно відносять до скінченних множин. Число елементів у ній рівне 0.

Таким чином, уведення порожньої множини дає можливість оперувати будь-якою множиною без попереднього застереження, існує вона чи ні.
Операції над множинами

Розглянемо дві множини А і В та введемо низку операцій над ними. Для графічної ілюстрації використовують діаграми (кола) Ейлера. Для зображення множини на площині креслять замкнену лінію із заштрихованою внутрішньою областю (найчастіше – це коло, звідси й назва відповідного інструмента, що широко застосовується в теорії множин).
Об’єднання А і В – множина, що складається з усіх елементів множини А, всіх елементів множини В і не містить ніяких інших елементів (рис. 1), тобто
А ( В = {x | x ( А або x ( В}.
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Рис. 1

Переріз А і В – множина, що складається з тих і тільки з тих елементів, які належать одночасно множині А та множині В (рис. 2), тобто
А ( В = {x | x ( А і x ( В}.
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Рис. 2

Різниця А і В (відносне доповнення) – множина, що складається з тих і тільки тих елементів, які належать множині А й не належать множині В (рис. 3), тобто
А \ В = {x | x ( А і x ( В}.
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Рис. 3
Диз’юнктивна сума А і В (симетрична різниця) – множина, що складається усіх елементів А, які не належать множині В, й усіх елементів В, які не належать множині А, та яка не містить ніяких інших елементів (рис. 4), тобто
А ( В = {x | (x ( А і x ( В) або (x ( В і x ( А)}.
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Рис. 4

Доповнення множини.

Звичайно, вже в означенні конкретної множини явно або неявно обмежується сукупність об’єктів, що є допустимими. (Слони – серед тварин, натуральні числа – серед цілих або дійсних залежно від контексту). Зручно сукупність допустимих об’єктів зафіксувати явно та вважати, що множини, які розглядаються, складаються з елементів цієї сукупності. Її називають основною множиною (універсумом) і позначають U. Універсум U арифметики – числа, універсум U зоології – тварини і т.д. Будь-яку множину розглядатимемо у зв’язку з універсумом, який на діаграмах Ейлера асоціюватимемо з прямокутником на площині, всередині якого зображатимемо множини (рис. 5).
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Рис. 5

Доповнення множини А – це множина, що містить усі елементи універсуму, за винятком елементів А (рис. 6), тобто 
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Рис.6

Множина А називається підмножиною множини В, якщо кожен елемент А є елементом В. Для позначення цього факту вводиться знак ( - символ строгого включення (або ( - символ нестрогого включення) (рис. 7). Якщо необхідно підкреслити, що множина В містить також інші елементи, крім елементів множини А, то використовують символ строгого включення А ( В.

Дві множини рівні, якщо вони складаються з одних і тих самих елементів. Справджується таке: А = В тоді і тільки тоді, коли А ( В і В ( А.
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Рис. 7

Окремо розглянемо ще одну дуже важливу операцію над множинами.

Декартовим (прямим) добутком множин A і B (записується A(B) називається множина всіх пар (a,b), в яких перша компонента належить множині A (a(A), а друга - множині B (b(B).
Тобто

A(B = {(a,b) | a(A і b(B }

Декартовий добуток природно узагальнюється на випадок довільної скінченної сукупності множин. Якщо A1, A2,..., An - множини, то їхнім декартовим добутком називається множина

D = { (a1,a2,...,an) | a1(A1, a2(A2,..., an(An },

яка складається з усіх наборів (a1,a2,...,an), в кожному з яких i-й член, що називається i-ю координатою або i-ю компонентою набору, належить множині Ai, i=1,2,...,n.  Декартовий добуток позначається через A1( A2(...( An.

Набір (a1,a2,...,an), щоб відрізнити його від множини, яка складається з елементів a1,a2,...,an, записують не у фігурних, а в круглих дужках і називають кортежем, вектором або впорядкованим набором. Довжиною кортежу називають кількість його координат. Два кортежі (a1,a2,...,an) і (b1,b2,...,bn) однакової довжини вважаються рівними тоді і тільки тоді,  коли рівні їхні відповідні координати, тобто ai=bi, i=1,2,...,n. Отже, набори (a,b,c) і (a,c,b) вважаються різними, в той час як множини {a,b,c} і {a,c,b} - рівні між собою.

Декартовий добуток множини A на себе n разів, тобто множину A(A(...(A називають   n-м декартовим (або прямим) степенем множини A і позначають An.

Прийнято вважати, що A0 = ( (n=0) і  A1 = A (n=1).

Наприклад, якщо A = {a,b} і B = {b,c,d}, то

A(B = {(a,b),(a,c),(a,d),(b,b),(b,c),(b,d)},

A2 = {(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)}.

Якщо R - множина дійсних чисел або множина точок координатної прямої, то R2 - це множина пар (a,b), де a,b(R, або множина точок координатної площини.

Координатне зображення точок площини вперше було запропоновано французьким математиком і філософом Рене Декартом, тому введена теоретико-множинна операція і називається декартовим добутком.

Множину, елементами якої є всі підмножини множини А, називають множиною підмножин множини А і позначають Р(А). Так, для триелементної множини А = {a, b, c} маємо P(A)={(, {a}, {b}, {c}, {a, b},{b, c}, {a, c}, {a, b, c}}. У разі скінченної множини А з n елементів, множина підмножин Р(А) містить 2n елементів.

Алгебра множин

Операції над множинами, як і операції над числами, мають деякі властивості (табл.). Останні виражаються сукупністю тотожностей незалежно від конкретного вмісту множин, що входять у ці тотожності та є підмножинами деякого універсуму U.

Таблиця
	Комутативний закон

	1а) А ( В = В ( А
	1б) А ( В = В ( А

	Асоціативний закон

	2а) А ( (В ( С) = (А ( В) ( С
	2б) А ( (В ( С) = (А ( В) ( С

	Дистрибутивний закон

	3а) А ( (В ( С) = (А ( В) ( (А ( С)
	3б) А ( (В ( С) = (А ( В) ( (А ( С)

	Властивості ( та U

	4а) А ( ( = A
	4б) А ( U = A

	5а) 
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	5б) 
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	6а) А ( U = U
	6б) А ( ( = (

	7а) 
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	7б) 
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	Закон самопоглинання 

	8а) А ( A = A
	8б) А ( A = A

	Закон поглинання

	9а) А ( (А ( В) = А
	9б) А ( (А ( В) = А

	Правило де Моргана

	10а) 
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	Властивості доповнення, різниці та рівності

	11) А ( В = U і А ( В = ( ( 
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	15) А ( В = В ( А

	16) А ( (В ( С) = (А ( В) ( С

	17) А ( ( = ( ( A = A

	18) А ( В ( А ( В = А ( А ( В = В ( 
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Основний метод доведення тотожностей в алгебрі множин ґрунтується на згаданому раніше факті: А = В тоді і тільки тоді, коли А ( В і В ( А. Доведемо, наприклад, тотожність 3а) А ( (В ( С) = (А ( В) ( (А ( С).

Доведемо, що А ( (В ( С) ( (А ( В) ( (А ( С). Для цього візьмемо будь-яке x ( А ( (В ( С), тоді за означенням операцій ( та ( маємо x ( А або (x ( В і x ( С). За законом дистрибутивності “або” відносно “і” (x ( А або x ( В) і (x ( А або x ( С), тобто x ( А ( В і x ( А ( С. Це рівносильно x ( ( А ( В) ( (А ( С), що й треба було довести.

Доведемо тепер, що (А ( В) ( (А ( С) ( А ( (В ( С). Для цього візьмемо будь-яке x ( (А ( В) ( (А ( С). Звідси (x ( А або x ( В) і (x ( А або x ( С). Це рівносильно x ( А або (x ( В і x ( С), тобто x ( А ( (В ( С), що й потрібно було довести.

Таким чином, А ( (В ( С) = (А ( В) ( (А ( С).

Із властивості асоціативності операції об’єднання множин випливає, що об’єднання кількох множин можна виконати, послідовно об’єднуючи їх, причому порядок входження множин не впливає на результат: А ( (В ( С) = (А ( В) ( С = А ( В ( С. Отже, об’єднання сукупності множин можна подати співвідношенням: 
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Аналогічно на n множин узагальнюється операція перерізу: 
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Використовуючи узагальнення операцій об’єднання та перерізу на n множин, можна узагальнити також інші співвідношення, наприклад закон де Моргана, який в узагальненому вигляді записується так: 
[image: image24.wmf]I

U

n

i

i

n

i

i

A

A

1

1

=

=

=

 і 
[image: image25.wmf]U

I

n

i

i

n

i

i

A

A

1

1

=

=

=

.

Зауважимо, що операція декартового добутку неасоціативна і некомутативна, тобто множини (A(B)(C і A((B(C), а також множини A(B і B(A, взагалі кажучи, не рівні між собою.

Зв’язок декартового добутку з іншими теоретико-множинними операціями встановлюється такими тотожностями:

(A ( B) ( C = (A(C) ( (B(C),

(A(B) ( C = (A(C)((B(C),

A ( (B ( C) =(A(B) ( (A(C),

A ( (B(C) =(A(B)((A(C).

Сукупність підмножин A1, A2, …, An множини A називається розбиттям множини A, якщо:

1. 
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Парадокси теорії множин

Слово "парадокс" грецького походження і перекладається українською мовою - несподіваний, дивний. Вживають це слово у відношенні до висловлювання (положення, ідеї), яке суттєво різниться від загальноприйнятого традиційного уявлення з даного приводу. Вживання терміна "парадокс" стосовно до тих суперечностей, які були виявлені різними математиками в теорії множин Г.Кантора, є наївною спробою зменшити їхнє значення і надати їм характеру логічних курйозів, штучних, неприродних конструкцій. Більш точно суть явища передає назва, "антиномії теорії множин", оскільки термін антиномія є синонімом терміна суперечність. Але за традицією, будемо називати сформульовані нижче положення парадоксами.

Парадокс Б.Рассела. Для будь-якої множини M коректним є питання: чи множина M належить собі як окремий елемент, тобто чи є множина M елементом самої себе, чи ні? Наприклад, множина всіх множин є множиною і тому належить сама собі, а множина всіх будинків у місті не є будинком, множина студентів в аудиторії не є студентом.

Отже коректно поставити сформульоване питання і щодо множини всіх множин, які не будуть власними елементами. Нехай M - множина всіх тих множин, що не є елементами самих себе. Розглянемо питання: а сама множина M є елементом самої себе чи ні? Якщо припустити, що M(M, то з означення множини M випливає M(M. Якщо ж припустимо, що M(M, то з того ж таки означення дістанемо M(M.

Близьким до парадокса Рассела є так званий "парадокс цирульника": цирульник - це мешканець міста, який голить тих і тільки тих мешканців міста, які не голять самі себе. Проводячи міркування, аналогічні тим, що були зроблені в парадоксі Рассела, дійдемо висновку, що цирульник голить себе в тому і тільки в тому випадку, коли цирульник не голить сам себе.

Багато хто з математиків на початку ХХ ст. не надавали цим парадоксам особливого значення, оскільки в той час теорія множин була відносно новою галуззю математики і не зачіпала інтересів більшості математиків. Однак їхні більш відповідальні та проникливі колеги зрозуміли, що виявлені парадокси стосуються не тільки теорії множин і побудованих на ній розділів класичної математики, але мають безпосереднс відношення до логіки взагалі, тобто до головного інструменту математики.

Зокрема, парадокс Рассела може бути переформульований в термінах логіки і таким чином доданий до відомих з давніх часів логічних парадоксів (парадокса брехуна, парадокса всемогутньої істоти тощо).

Якщо проаналізувати всі парадокси теорії множин, то можна зробити висновок, що всі вони обумовлені необмеженим застосуванням так званого принципу абстракції (або принципу згортання), згідно з яким для будь-якої властивості P(x) існує відповідна множина елементів x, які мають властивість P(x). Якщо відкинути це припущення, то всі відомі парадокси теорії множин стають неможливими. 
В усіх існуючих аксіоматичних теоріях множин неможливість антиномій ґрунтується на обмеженнях принципу згортання.

Відображення

Визначення і приклади
Нехай задано дві множини Х і Y. Відображення f з множини Х в множину Y кожному елементу х з множини Х ставить у відповідність деякий (але єдиний) елемент f (х) з множини Y. Елемент f (х) називають образом елемента х при відображенні f. Символічно відображення записується наступним чином: f : Х ( Y чи X
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Y. У випадку Y = Х кажуть ще про відображення f множини Х в (на) себе.

Варто розрізняти відображення f і елемент f (x), що відповідає елементу х при цьому відображенні. Наприклад, неправильно (але зручно) казати „функція sin х”, правильно – „функція sin”. Цю неточність звичайно виправляють, вказуючи, що задано функцію x ( sin x, чи, що функція f визначена рівністю f (х) = sin x.
Множина f -1(у) = {x | f (x) = y, x ( X} називається (повним) прообразом елемента y при відображенні f.
Якщо Х = {x1, x2, …, xn} тo відображення f : Х → Y, можна задати записом з двох рядків f = 
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, де f (хi) ( Y, i = 1, 2, …, n.
Наприклад, f : Х → Y, Х = {l, 2, 3, 4, 5}, Y = {а, b, c}, f = 
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. Тоді повні прообрази - це f -1(a) = {1, 2, 5}, f -1(b) = {3}, f -1(c) = {4}.

Відображення часто ілюструють за допомогою діаграм (Рис. 8), де відповідність між елементами показують стрілками. Відображення задане в попередньому прикладі зображене на рис. 8.а. Відповідності рис. 8.б та рис. 8.в відображеннями не будуть, оскільки на рис. 8.б елемент 1 ( X не має образу в множині Y, а на рис. 8.в елементу 3 ( X ставиться у відповідність два елементи з множини Y, h (3) = b та h (3) = c.
Приклади відображень:
1) f (x) = 
[image: image30.wmf]x
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 є відображенням множини відмінних від нуля елементів множини дійсних чисел R в R. Було б неточно казати, що область визначення відображення співпадає з множиною R, оскільки х не може приймати всі дійсні значення. Але цілком можна розглядати відображення з R в R типу: g(x) = 
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 для x ≠ 0 і g(0) = 2 або відображення з R в R1 : h(x) = 
[image: image32.wmf]x
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 для x ≠ 0 і h(0) = +∞, де множина R1 утворена об’єднанням R i деякого додаткового елемента +∞.

[image: image33]
Рис. 8

2) Якщо, Х - множина дійсних функцій φ(х), визначених та інтегрованих на інтервалі [a, b], то інтеграл 
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 є відображенням з Х в множину дійсних чисел R.

3) Якщо X - множина кривих скінченної довжини на площині, то можна визначити відображення з Х в множину R+ додатних дійсних чисел, яке кожній кривій ставить у відповідність її довжину.

Деякі часткові випадки
1. Відображення f множини Х в множину Х, визначене рівністю f (х) = х, називається тотожним.

2. Якщо Х є підмножиною Y, то відображення Х в Y , визначене рівністю f (х) = х, називається канонічною ін’єкцією Х в Y.

3. Відображення з прямого добутку множин Х ( Y в X, що ставить у відповідність кожній парі (x, y) ( Х ( Y елемент х ( Х, називається проекцією на множину X. Аналогічно визначається проекція на множину Y .

4. Нехай Х, Y, Z - три множини. Відображення f множини Х ( Y в множину Z кожній парі (x, y) ( Х ( Y ставить у відповідність деякий елемент із Z, що позначається через f (z) = f (x, y). Кажуть, що f є функцією двох змінних. Наприклад, якщо Х є множиною дійсних функцій дійсної змінної, інтегровних на будь-якому скінченному інтервалі з фіксованим початком а, то інтеграл 
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 визначає деяке відображення Х ( R в R, оскільки це відображення є функцією двох змінних: φ ( Х і b ( R. 

5. Якщо розглядати відображення з X в Y ( Z, то воно має вигляд х → (f (x), g(x)), де f (відповідно g) є відображенням з X в Y (відповідно в Z ). Задання такого відображення еквівалентне заданню системи двох функцій.

6. У загальному випадку задання відображення деякого декартового добутку Х1 ( Х2 ( ... ( Хn у декартовий добуток Y1 (Y2 ( ... ( Ym рівносильне завданню системи m функцій від n змінних.

7. Відображення f множини X в множину Y називають постійним, якщо для всіх х ( Х елемент f (х) рівний тому самому елементу з множини Y.
Ін’єктивні, сюр’єктивні та бієктивні відображення

Відображення f множини Х в множину Y називають ін’єктивним, чи ін’єкцією, якщо два різних елементи з Х мають образами при відображенні f два різних елементи з Y (Рис. 9 а) та в)). Канонічна ін’єкція деякої підмножини в саму множину є ін’єктивним відображенням.

Відображення f називають сюр’єктивним, чи сюр’єкцією, якщо кожен елемент з Y є образом при відображенні f принаймні одного елемента з X (Рис. 9 б) та в)).
Відображення f називається бієктивним, чи бієкцією, якщо кожен елемент із Y є образом при відображенні f деякого, і при тому єдиного, елемента з X (Рис. 9 в). Відображення бієктивне тоді і тільки тоді, коли воно одночасно ін’єктивнe й сюр’єктивнe. Бієкція множини на себе називається також перестановкою чи перетворенням.

Визначивши поняття ін’єкції, сюр’єкції та бієкції, введемо поняття образу і прообразу підмножини, а потім ще раз повернемося до властивостей ін’єкції, сюр’єкції та бієкції. 

Образ і прообраз підмножини

Нехай маємо відображення f : X → Y та A – підмножина множини Х. Позначимо через f (A) підмножинy множини Y, утворену зі всіх елементів f (x), x ( A, тобто f (A) = {f (x) | x ( A}. 

Підмножина f (A) називається образом підмножини А при відображенні f.

Наприклад: для відображення f = 
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 з множини Х={l, 2, 3, 4} у множину Y = {y1, y2, y3} маємо f ({1, 3, 4}) = {y1, y3}.
Очевидно, що f (Ø) = Ø. Виходячи з відображення f, ми тим самим визначаємо деяке відображення A → f (A) множини Р(Х) у множину Р(Y). Це відображення зберігає символи (, ( у тому сенсі, що коли А ( B, то f (A) ( f (B), f (A ( B) = f (A) ( f (B). Однак символ ( при цьому відображенні не зберігається, бо має місце лише включення, тобто f (A ( B) ( f (A) ( f (B). Дійсно, нехай f - постійне відображення, тобто f (x) = b для всіх x ( X, A i B – підмножини множини Х, що не перетинаються. Оскільки A ( B = Ø, то f (A ( B) = Ø і це не збігається з f (A) ( f (B) = {b}.

Нехай тепер В є деякою підмножиною множини Y. Будемо позначати через f -1(В) підмножину множини Х, утворену з усіх таких елементів х, що f (х) ( В, тобто f -1(B) = {x | x ( Х, f (x) ( B}.

Підмножина f -1(B) називається прообразом підмножини В при відображенні f.

Очевидно, f -1(Ø) = Ø. Може виявитися, що f -1(B) = Ø при B ≠ Ø. Наприклад, f : х → х2 відображення множини R в R, тоді f -1({-1}) = Ø. Тим самим ми зв’язали з відображенням f відображення B → f -1(B) множини Р(Y) в множину Р(X). Це відображення зберігає символи (, (, ( у тому сенсі, що коли А ( В, то f -1(A) ( f -1(B), f -1(A ( B) = f -1(A) ( f -1(B), f ‑1(A) ( f ‑1(B) = f ‑1(A) ( f ‑1(B).

[image: image37]
Рис. 9
Визначення прообразу підмножини зовсім не припускає бієктивності відображення f. У всякому разі, якщо y ( Y, тo можна говорити про f ‑1({y}), але це деяка підмножина множини Х, а не елемент множини X. Ця підмножина може містити більше одного елемента, а може виявитися і порожньою.

Тепер повернемося знову до властивостей ін’єктивності, сюр’єктивності та бієктивності відображень, враховуючи при цьому введені раніше визначення образу і прообразу підмножини. 

Розглядаємо відображення f : Х → Y. Можна сказати, що це відображення сюр’єктивне, якщо для будь-якого елемента y ( Y його прообраз f ‑1({y}) відносно цього відображення не порожній. Іншими словами, для будь-якого елемента y ( Y існує такий елемент x ( Х, щоy = f (х). Тоді f (Х) = Y і для довільного y ( Y справедлива умова f ‑1({y}) ≠ Ø.
Для скінченних множин Х и Y сюр’єктивнiсть відображення f : X → Y означає, що | Х | ≥ | Y |. Наприклад; f : {1, 2, 3, 4} → {y1, y2, y3}, f = 
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 - сюр’єктивне, a f = 
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 - не сюр’єктивнe.
Відображення f : X → Y ін’єктивне, якщо для будь-якого елемента y ( Y його прообраз f ‑1({y}) містить не більш одного елемента (порівняйте з раніше сказаним). Іншими словамиf : X → Y ін’єктивне, якщо для будь-яких x ≠ x1, x, x1 ( Х, f (x) ≠ f (x1). Якщо Х і Y скінченні, то ін’єктивність відображення означає, що | Х | ≤ | Y |.

Наприклад, нехай Х = {l, 2, 3}, Y = {y1, y2, y3, y4}. Якщо f (1) = y1, f (2) = y2, f (3) = y3, то f : X → Y ін’єктивнe.

Бієктивне відображення f : X → Y є одночасно ін’єктивним та сюр’єктивним. Із сюр’єктивності випливає, що | f ‑1({y}) | ≥ 1 для будь-якого y ( Y, а з ін’єктивності випливає, що | f ‑1({y}) | ≤ 1 для кожного y ( Y. Отже, бієктивність f означає, що | f ‑1({y}) | = 1 для будь-якого y ( Y, тобто умова y = f (x) для кожного y ( Y однозначно визначає єдине значення x ( Х. Кажуть, що бієктивне відображення встановлює взаємно однозначну відповідність між множинами X та Y. При скінченних X та Y в цьому випадку | X | = | Y |.

Наприклад, X = (1, 2, 3), Y = {y1, y2, y3}, відображення f = 
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 - бієктивне.

Множина відображень

Якщо Х та Y довільні множини, то можна говорити про деяку нову множину - множину відображень з множини X в множину Y. Наприклад, якщо Х = {x1, x2}, то множина відображень X в Y може бути бієктивно відображена в декартовий добуток Y2, бо кожне відображення X в Y повністю визначається парою (y1, y2) ( Y2 образів y1, y2 елементів x1, x2 з множини Х.
Далі, якщо Х = {x1, x2, …, xk} тo множину відображень X в Y можна бієктивно відобразити в декартовий добуток Yk, оскільки кожне таке відображення рівносильне заданню набору (у1, y2, ..., уk) ( Yk образів елементів x1, x2, …, xk  при цьому відображенні.
Тому множину відображень Х в Y прийнято позначати YХ. Далі наведемо різні підмножини множини YХ.

1) множина неперервних відображень Х в Y, якщо Х та Y метричні простори;

2) множина лінійних відображень Х в Y, якщо X і Y векторні простори;

3) сім’ю (xj)j ( J елементів з X, помічених індексами з множини J, можна розглядати як відображення з множини J в множину Х. Множина сімей елементів з X, помічених індексами з J, є не чим іншим, як множиною ХJ відображень з J в X;

4) послідовність елементів з множини Х можна визначити як сім’ю елементів з X, помічених індексами з множини N натуральних чисел, або ж як відображення з N в Х. Множина всіх послідовностей елементів з Х є множиною ХN;

5) можна говорити про послідовність з індексами з множини Z цілих чисел чи про скінченну послідовність, помічену індексами із скінченної множини цілих чисел 1, 2, ..., k. Завжди слід уточнювати зміст виразу „послідовність” при неспівпаданні множини індексів з множиною натуральних чисел.

Композиція відображень

Нехай задано два відображення: f : X → Y та g: Y → Z. Тоді композицією відображень f і g (позначаємо символом g ○ f) будемо називати відображення з множини X в множину Z, визначене виразом g ○ f (x) = g(f (x)) для всіх елементів x з множини X. Прийняте правило, згідно з яким у композиції g ○ f треба починати з відображення f, розташованого праворуч.

Нехай A ( X, тоді g ○ f (А) = g(f (A)), де f (А) – образ підмножини A при відображенні f. Якщо B ( Z, тo (g ○ f ) -1(B) = f -1(g-1(B)).

Композиція відображень асоціативна, тобто якщо маємо три відображення f : X → Y, g: Y → Z, h: Z → U, то (h ○ g) ○ f = h ○ (g ○ f) = h ○ g ○ f.
Відображення g: Y → X називається оберненим до відображення f : X → Y, якщо виконуються такі умови f -1 ○ f = IX (IX - тотожне відображення на множині X), f ○ f -1 = IY (IY - тотожне відображення на множині Y). Для відображення f існує обернене відображення f -1 тоді і тільки тоді, коли це відображення f є бієктивним. Обернене відображення f -1 також є бієктивним.
Якщо f :X → Y - бієкція й g: Y → Z - бієкція, то g ○ f - бієкція з Х в Z, а її обернена бієкція дорівнює f -1 ○ g -1.

Нехай маємо відображення f : X → Y та підмножину A ( X. Тоді відображення fA: A → Y, визначене виразом fA(х) = f (x) для x ( А, називається звуженням f на А и позначається f | А. Кажуть також, що f є продовженням на X відображення fA множини А в множину Y. Найчастіше в цьому випадку продовжують писати f замість fA. Аналогічно, якщо f : X → Y i f (X) ( В, то f визначає деяке відображення fB: Х → B, що задається виразом fB(х) = f(х). Практично завжди замість fB пишуть f.

Приклади розв’язання задач

1. Використавши метод подвійного включення, перевірити справедливість твердження A \ (B ( C) = (A \ B) ( (A \ C).
Розв’язування: Спочатку доведемо, що (A \ B) ( (A \ C) ( A \ (B ( C). Нехай довільне x ( (A \ B) ( (A \ C), тоді, відповідно до означення перетину x ( (A \ B) і x ( (A \ C). За означенням різниці множин запишемо x ( A і x ( B і x ( A і x ( C. Використавши властивості комутативності, асоціативності та ідемпотентності логічної зв’язки „і” останнє перепишемо як x ( A і x ( B і x ( C. Звідси x ( A і x ( (B ( C), а отже x ( A \ (B ( C). З останнього робимо висновок: якщо x ( (A \ B) ( (A \ C), то x ( A \ (B ( C), що не відповідає лівій частині заданого твердження, а отже твердження не є справедливим.
Перевірка зворотнього включення не має змісту, тому що навіть пряме не справдилося.
2. Використавши метод еквівалентних перетворень довести, що A ( (B ( C) = = (A ( B) ( (A ( C).

Розв’язування: Аналізуючи праву та ліву частину твердження можна інтуїтивно відчути, що перетворення правої частини тотожності до лівої буде простішим. Отже:
(A ( B) ( (A ( C) =
= 
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Тотожність доведено.
3. Дослідити властивості (ін’єктивність, сюр’єктивність та бієктивніть) відображення f : X → Y, де X = { прямокутники }, Y ( R+,  f (x) = площа (x).
Розв’язування: Введемо такі позначення. Довільний прямокутник x можна подати як впорядковану пару довжин його сторін (ax, bx) де ax та bx – додатні дійсні числа, тоді відображення f (x) = площа (x) визначатиметься виразом f (x) = sx = ax(bx.
a) ін’єктивність. Візьмемо довільне s ( Y та виберемо прямокутник зі сторонами ax і bx =
[image: image49.wmf]x
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. Тоді для довільного ax, площа f (x) =
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= s. Отже, довільне число прямокутників матимуть один образ s, тому задане відображення не є ін’єктивним;
б) сюр’єктивність. Подібно до наведених вище міркувань візьмемо довільне y ( Y та зафіксуємо одну із сторін прямокутника ax = 1. Тоді bx = y і для кожного додатнього цілого числа y ( Y у множині X знайдеться прямокутник зі сторонами (1, y). Значить, відображення  сюр’єктивне;
б) бієктивність. Оскільки задане відображення не ін’єктивне, то за означенням воно не є бієктивне.
Відношення
Розглянемо декартовий добуток к-го степеня множини Х: Хк = Х ( Х ( ... ( Х. Довільну підмножину R множини Хк (R ( Хк) будемо називати к-арним відношенням, заданим на множині Х. Вважатимемо, що впорядковані елементи x1, x2, …, xn ( Х знаходяться між собою у відношенні R, коли (x1, x2, …, xn) ( R. Одномісні відношення, які ще називаються унарними, відповідають підмножинам множини X. Надалі особливу увагу будемо приділяти бінарним відношенням (k = 2), які для стислості будемо називати просто відношеннями, якщо не обумовлено противного. Якщо на Х задано відношення R ( X 2, то запис x R х' означає, що x і х' знаходяться у відношенні R, тобто (x, х') ( R.
Областю визначення відношення R називаємо множину (R = {x | (( y : (x, y) ( R}, а областю значень - множину (R = {x | (( y : (y, x) ( R}. Для відношень звичайним чином визначені теоретико-множинні операції об’єднання, перетину і т.д. Доповненням відношення R ( X 2 вважаємо множину 
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. Оберненим відношенням до відношення R називається відношення, задане множиною R-1 = {(x, y) | (y, x) ( R}. Образом множини Х відносно R називається множина R(Х) = {y | існує таке х ( Х, що (х, у) ( R} прообразом Х відносно R - множина R-1(Х) = {х | існує таке y ( Х, що (х, у) ( R}.

Розглянемо кілька прикладів найпростіших відношень:

1) на множині N відношення ( . Ясно, що впорядковані пари (3, 7) і (5, 5) належать цьому відношенню, а пара (4, 1) не належить;

2) на множині Р(Х) всіх підмножин множини Х = {1, 3, 5, 7, 9} відношення (. Пари підмножин ({1, 3}, {1, 3, 9}) і ({5, 7, 9}, {5, 7, 9}) належать цьому відношенню, а пара підмножин ({1, 5, 7}, {3, 5, 9}) не належить.

Кожному відношенню R на скінченній множині з n елементів X = {x1, x2, …, xn} можна поставити у відповідність матрицю А = (аij), i,j = 
[image: image52.wmf],

,
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 де aij = 1, якщо xi R xj , і aij = 0 у протилежному випадку. Матриця А, яка складається з елементів 0 та 1, називається матрицею інцидентності відношення R.

Ця матриця однозначно задає відношення на скінченних множинах. Наприклад, - одинична матриця задає відношення рівності; - якщо в матриці на головній діагоналі знаходяться 0, а інші елементи рівні 1, то вона задає відношення нерівності. Якщо Х = {1, 2, 3, 4} і R – відношення (, то матриця інцидентності матиме вигляд
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Відношення R на множині X називається:

1) рефлективним, якщо довільний елемент множини знаходиться у відношенні сам з собою, тобто для будь-якого х ( Х виконується х R х. Прикладами рефлективних відношень можуть бути ≤, ≥, = на множині натуральних чисел;

2) антирефлективним, якщо для будь-якого х ( Х пара (х, х) не належить до відношення R. Прикладами антирефлективних відношень можуть бути <, >, ≠ на множині раціональних чисел; 

3) симетричним, якщо для довільних x, х' ( Х з того, що x R x випливає х' R x;
4) антисиметричним, якщо для довільних x, х' ( Х з того, що x R х' і х' R x, випливає x = х' (наприклад, ( на N, тому що з x ( х' і х' ( x випливає х' = x);

5) транзитивним, якщо для довільних x, х', х'' ( Х з того, що x R х' і х' R х'', випливає x R х'' (наприклад, відношення ( на множині Р(Х) чи відношення ( на множині N).

Наведемо деякі приклади відношень:

1) рефлективне, симетричне, не транзитивне


R = {(x, х') | x, х' ( R, | x - х' | ( 1};
2) рефлективне, антисиметричне, не транзитивне


R = {(x, х') | x, х' ( Z, x ( х' ( x2};
3) рефлективне, антисиметричне, транзитивне


R = {(x, х') | x, х' ( Q, x ( х'};
4) нерефлективне, антисиметричне, транзитивне


R = {(x, х') | x, х' ( R, x = х' = 0};
5) нерефлективне, симетричне, транзитивне


R = {(x, х') | x, х' ( R, x, х' > 0}.

Будь-якому відношенню R на множині Х можна поставити у відповідність відношення 
[image: image54.wmf]R
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, що визначається так: x 
[image: image55.wmf]R
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 х' для x, х' ( X, якщо існують такі x1, x2, …, x( ( X, що x R x1, x1 R x2, ..., x( R x'. Відношення 
[image: image56.wmf]R
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 називається транзитивним замиканням відношення R. Якщо R транзитивне, то 
[image: image57.wmf]R

~

 = R. 

Розглянемо далі відношення, які мають особливе значення.

Відношення еквівалентності

Відношення R називається відношенням еквівалентності, якщо воно має наступні властивості:

а) рефлективності: (x, х) ( R при будь-якому х ( Х;
б) симетричності: з (x1, х2) ( R випливає (x2, х1) ( R;

в) транзитивності: якщо (x1, х2) ( R і (x2, х3) ( R, то (x1, х3) ( R;

Замість того, щоб писати (x1, х2) ( R, часто пишуть x1 ~ x2 або x1 ( x2(mod R) (читається так: x1 конгруентно x2 за модулем R) чи, простіше, (x1 ~ x2 або x1 ( x2, якщо немає необхідності ще раз вказувати, що мова йде про одне й те саме відношення R).

Приклади:  1) Беремо множину Z цілих чисел. Будуємо множину X = {(p, q) ( Z(Z | q ( 0} Відношення еквівалентності задаємо наступним чином: (p, q) ( (р', q') якщо рq' - р'q = 0.

2)(Визначимо на множині цілих чисел Z відношення еквівалентності так, що р(q, тоді і тільки тоді, коли p - q ділиться без остачі на деяке наперед задане число m. У теорії чисел таке відношення записується у вигляді р ( q(mod т).

3)(Нехай Х - множина прямих на площині. Визначимо відношення еквівалентності для прямих x1 і x2, покладаючи x1 ( x2, коли ці прямі паралельні чи співпадають.

4)(Х – множина всіх векторів 
[image: image58.wmf]AB

 на площині. Визначимо на X відношення еквівалентності 
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, якщо ці вектори паралельні, однаково напрямлені й мають однакову довжину.

5)(У тій же множині Х (див.4) встановимо відношення еквівалентності 
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, якщо 
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 лежать на одній прямій, однаково напрямлені й мають однакову довжину.
6) Нехай Х – множина всіх студентів, які присутні на лекції з дискретної математики. Два студенти еквівалентні, якщо вони народилися в тому самому місяці року.

Відношення еквівалентності на множині Х породжує деяке розбиття цієї множини, блоки якого називаються класами еквівалентності. Будь-які два елементи з одного класу зв’язані відношенням еквівалентності, тобто еквівалентні; з різних класів - не еквівалентні.

Побудуємо розбиття множини Х, яке відповідає заданому відношенню еквівалентності на цій множині. Для x ( X позначимо через K(x) підмножину, що складається з елементів, еквівалентних x, тобто K(x) = {y | y ( X; y ~ x}.
Справедлива наступна теорема:

Теорема I. Два класи еквівалентності не перетинаються або співпадають.

Доведення. Припустимо, що перетин множин K(x) і K(х') непорожній, і візьмемо z ( K(x) ( K(х'). Клас еквівалентності K(x) утворений з елементів, еквівалентних одному зі своїх елементів x. Оскільки x і z еквівалентні, то за властивістю транзитивності отримуємо, що K(x) утворений також з елементів, еквівалентних z. Аналогічно K(х') утворений з елементів, еквівалентних z. Таким чином, K(х) і K(х') співпадають.

З наведеного доведення бачимо, що клас еквівалентності є множиною всіх елементів, еквівалентних довільному елементу з цього класу. Таким чином, клас еквівалентності визначає деяке розбиття множини Х, тобто деяку сім’ю непорожніх підмножин множини X, які попарно не перетинаються, а їх об’єднання рівне X. Якщо відомі ці підмножини, то відоме й відношення еквівалентності, бо х і х' еквівалентні тоді і тільки тоді, коли вони належать одному класу еквівалентності.

Навпаки, будь-яке розбиття множини X: Х =
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, де Xj непорожні і попарно не перетинаються, визначає деяке відношення еквівалентності, а саме x ( х', якщо існує такий індекс j ( J, що x ( Xj, х' ( Xj. У цьому випадку підмножини Xj є класами еквівалентності в цьому відношенні. 

Зокрема, якщо відображення f : Х ( Y сюр’єктивне, то відношення x ~ y при f(x) = f(y) є відношенням еквівалентності на множині Х і підмножини f -1{z}, z ( Y, є класами еквівалентності.

Фактор-множина

Виходячи із сказаного кожен блок розбиття Xj є підмножиною множини X, що складається з елементів, еквівалентних деякому фіксованому елементу цієї підмножини. Тому можна розглянути і множину всіх класів еквівалентності, яку звичайно називають фактор-множиною за даним відношенням еквівалентності R і позначають наступним чином Х/R. Якщо через K(x) позначити клас еквівалентності елемента x, то K(x) є елементом фактор-множини та x ( K(x).

Відображення, що кожному елементу x ( X ставить у відповідність клас еквівалентності K(x), називається канонічною сюр’єкцією з X на X/R. Дійсно, вказане відображення є сюр’єктивним. 

Навпаки, ми бачили раніше, що будь-яка сюр’єкція ( : X ( Y визначає деяке відношення еквівалентності R. Відображення, яке кожному z ( Y ставить у відповідність клас еквівалентності ( -1({z}) є бієкцією Y на X/R, що дозволяє розглядати Y як деяку "модель" фактор-множини X/R.

Можна дати просту інтерпретацію фактор-множини на прикладах відношень еквівалентності, наведених раніше (1, 2, 3, 4, 5):

1)°фактор-множина - це Q (раціональні числа), оскільки раціональне число звичайно визначається як сім’я пар (p,q),q(0, де при рq'-р'q=0 дві пари (p,q) і (р',q') визначають те саме раціональне число;

2)°фактор- множина - це множина Zm цілих чисел, порівняних за модулем m;

3)°фактор- множина - це множина напрямлених прямих на площині;

4)°фактор- множина - це множина вільних векторів на площині. При цьому вільним вектором називається саме клас всіх еквівалентних векторів;

5)°фактор- множина - це множина “ковзних векторів” площини, які застосовуються в теоретичній механіці;

6)°фактор- множина - це множина місяців року. Вона може мати менше 12 місяців, бо в аудиторії може не виявитися студентів, які народилися в одному з місяців, скажімо в лютому.
Відношення порядку
(Бінарне) відношення R на множині Х називається відношенням порядку, якщо воно має властивості рефлективності, антисиметричності й транзитивності. Замість того, щоб писати (x, х') ( R, часто записують також х (R х' чи х ( х', якщо відношення порядку було зазначено заздалегідь і немає необхідності його повторювати. У цьому випадку х' ( x означає х ( х' і властивості рефлективності, транзитивності й антисиметричності запишуться відповідно у вигляді: 

х ( х; 

якщо х ( х' і х' ( х", то х ( х"; 

якщо х ( х' і х' ( х, то x = х'.

Розглянемо приклади відношень порядку:

1)°у множинах N натуральних чисел, Z цілих чисел, Q раціональних чисел відношення (x, х') ( R тоді і тільки тоді, коли х ( х', є відношенням порядку. Відношення (x, х') ( R тоді і тільки тоді, коли x ( х', також є відношенням порядку, яке протилежне до попереднього. Аналогічно можна розглядати відношення: х ( х', х < х', х' ( x, х' > x;

2)°у множині слів української мови існує відношення порядку, яке називається алфавітним, якщо домовитися ототожнювати омоніми;

3)°у множині Х = Р(Y) підмножин множини Y існує природне відношення порядку: А ( В, якщо А ( B;

4)°у множині Х = RY функцій, визначених на множині Y, з дійсними значеннями також існує природне відношення порядку: f ( g, якщо для кожного у ( Y виконується нерівність ((y( ( g(y). Зауважимо, що тут відношення f ( g означає, що яке б не було y, ((y( ( g(y) і хоча б для одного y, ((y( ( g(y). Вказане відношення зовсім не означає, що для кожного у виконується нерівність ((x( ( g(y);
5)°у множині N натуральних чисел існує наступне відношення порядку: a ( b, якщо a є дільником b;

6)°у довільній множині X відношення x ( х', якщо x = х', є відношенням порядку. Кажуть, що це - хаотичний порядок на X.
Множина Х з відношенням порядку ( називається повністю впорядкованою, якщо для будь-яких двох різних елементів x, х' з Х: або x ( х' або х' ( x. Інакше множина Х називається частково впорядкованою.

У розглянутих прикладах 1), 2) множина є повністю впорядкованою, а у прикладах 3) ‑ 6) – частково впорядкованою. У випадку, коли x і х' не задовольняють ніякому з двох зазначених співвідношень, кажуть, що вони не порівнянні. Так, у прикладі 3) - дві непорожні підмножини, що не перетинаються, не порівнянні; у прикладі 4) - не порівнянні постійні функції 0 і 10; у прикладі 5) - не порівнянні цілі числа 2 і 3; у прикладі 6) - два довільних різних елементи не порівнянні.

Нехай Х і Y - дві впорядкованих множини. Відображення ( : Х ( Y називається зростаючим, якщо з x ( x' випливає f(x) ( f(x'). Відображення ( : Х ( Y називається спадним, якщо з умови x ( x' випливає f(x') ( f(x).

Потужності. Кардинальні числа

Розглянемо відображення з N в N, яке кожному натуральному числу ставить у відповідність подвоєне число, тобто ізоморфізм γ(п) = 2п. Тоді можна сказати, що існує стільки парних натуральних чисел, скільки й натуральних, а також, що y випадку нескінченних множин може існувати бієктивне відображення деякої множини на її підмножину, яка відмінна від самої множини. Завдяки поняттю бієктивного відображення можна порівнювати між собою нескінченні множини.

Наведемо без доведення теорему.

Теорема 2 (Бернштейна). Нехай X та Y – дві довільні множини. Тоді 1) або існує ін’єкція X в Y, або існує ін’єкція Y в X (обидві обставини не виключають одна одну); 2) якщо існує одночасно ін’єкція X в Y та ін’єкція Y в X, то існує також бієкція X на Y.

Наслідок. Для заданих множин X та Y є тільки три можливості:

а) існує ін’єкція X в Y і не існує ін’єкція Y в X. В цьому випадку говорять, що Y має потужність строго більшу потужності X, або що X має потужність, строго меншу потужності Y;

б) існує ін’єкція Y в X і не існує ін’єкція X в Y. Тоді X має потужність строго більшу потужності Y або Y має потужність, строго меншу потужності X;

в) існує бієкція X в Y. У цьому випадку кажуть, що X і Y мають однакову потужність або рівнопотужні. 

Якщо X рівнопотужна з Y, або її потужність строго менша, ніж Y, то кажуть, що X має потужність, меншу потужності Y.

Відношення ” X рівнопотужна Y “ є відношенням еквівалентності між множинами. Клас еквівалентності, тобто клас всіх множин рівнопотужних даній множині, називається потужністю або кардинальним числом. Скінченні кардинальні числа – це класи еквівалентності скінченних множин. Ці числа за визначенням є натуральними числами 0, 1, 2, ... . Слід відзначити, що ми приймаємо як первинне поняття натуральні числа, але їх строге математичне визначення досить складне. Як наслідок не легко apriori означити скінченні множини. Часто за визначенням вважають множину скінченною, якщо вона не рівнопотужна ніякій зі своїх підмножин, відмінних від самої множини, а потім доводять, що кардинальне число має властивості натуральних чисел. Нескінченне кардинальне число, тобто потужність нескінченної множини, називається трансфінітним кардинальним числом або трансфінітним числом.

У класі кардинальних чисел існує відношення такого порядку: якщо α є кардинальним числом якоїсь підмножини множини потужності β, то α ≤ β. Згідно з теоремою Бернштейна це відношення має властивість антисиметрії, а, значить, дійсно є деяким відношенням порядку. З цієї теореми випливає, що таке відношення порядку повне, тобто довільні два кардинальні числа можна порівняти. Якщо існує сюр’єкція ƒ : X → Y, то потужність Y менша потужності X. Дійсно, прообраз кожного елемента з Y не порожній, і якщо в кожному з цих прообразів ми виберемо по одному елементу, то отримаємо деяку підмножину множини X рівнопотужну Y. Наприклад, фактор-множина множини X за деяким відношенням еквівалентності має меншу потужність, ніж множина X. Не важко вибрати по одному елементу в кожній зі скінченого числа множин. Можливість такого вибору може бути введена як аксіома теорії множин – аксіома вибору або аксіома Цермело.

На множині кардинальних чисел можна визначити операції додавання, множення, піднесення до степеня так само, як і в множині натуральних чисел:

1) нехай α і β- два кардинальних числа, а X і Y - множини потужності відповідно α і β. Через α + β позначаємо потужність “суми” X і Y, тобто довільної множини, яка може бути утворена об’єднанням двох множин, рівнопотужних X і Y відповідно;

2) через α·β позначаємо потужність добутку X × Y. Це кардинальне число α об’єднань підмножин, що не перетинаються, і кожна з яких має потужність β;

3) через α β позначаємо потужність множини X Y всіх відображень з Y в X.

Теорема 3. Операції, визначені на множині кардинальних чисел, мають такі властивості:

1) асоціативність і комутативність додавання;

2) асоціативність і комутативність множення;

3) дистрибутивність множення відносно додавання;

4) (α β)∙(α γ) = α β + γ;

5) α γ∙β γ = (α∙β) γ;

6) (α β) γ = α β γ.

Властивості з теореми 3 створюють враження, що кардинальні числа (навіть транс-фінітні), мають усі властивості звичайних натуральних чисел. Проте теорема 4 показує, що це не так.

Теорема 4. Якщо α і β два кардинальних числа не дорівнюють 0 і якщо хоча б одне з них трансфінітне, то сума α + β і добуток α∙β дорівнюють більшому з них. Таким чином, можна зробити висновок, що для кардинальних нескінченних чисел визначити віднімання неможливо бо серед чисел, додавання яких до α дає α, фігурує не тільки 0, а й довільне скінчене число, і навіть α.

Теорема 5. Якою б не була множина X, множина її підмножин має потужність, строго більшу потужності X. 

Неважко довести, що коли card X = α, то card P(X) = 2 α і для довільних α завжди 2 α > α. (наприклад, n ≥ 0, 2 n > n). 

Перейдемо до двох найбільш важливих трансфінітних потужностей: потужності зчислених множини ν і потужності континууму γ.

Потужність зчисленних множин
Потужністю зчисленної множини ν називається потужність множини натуральних чисел N. Довільна множина, рівнопотужна N, називається зчисленною. Множина зчисленна, якщо існує хоча б одна бієкція цієї множини в множину N.
Теорема 6. ν - найменше трансфінітне кардинальне число. 

Це означає, що довільна нескінченна множина X містить хоча б одну зчисленну підмножину.

Теорема 7. Для довільного скінченого числа т ≥ 1 виконуються рівності т∙ν = ν і ν т = ν. Результат випливає безпосередньо з теореми 5, згідно з якою т∙ν = ν при т ≤ ν і ν 2 = ν∙ν = ν, а це означає за індукцією ν т = ν.

Теорему 4 ми прийняли без доведення. Але рівність ν 2 = ν∙ν = ν, з якої випливає теорема 7, можна легко довести. Покажемо, що N ( N рівнопотужна N. Дійсно зі схеми, наведеної нижче
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, тобто f : N ( N → N є бієкцією.

На основі викладеного можна зробити такі висновки:

1) об’єднання скінченної або зчисленої множини скінченних чи зчислених підмножин множини X є скінченною або зчисленною множиною. Дійсно, нехай J - деяка підмножна N і підмножини A j, j ( J деякої множини X всі непорожні. Нехай f j : N → A j сюр’єкція. Тоді (j, п) → f j(n) буде сюр’єкцією J ( N → 
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 скінченна або зчисленна;

2) множина Z всіх цілих чисел зчисленна (як об’єднання двох зчисленних множин). Множина Q раціональних чисел зчисленна. Дійсно відображення, яке ставить кожній парі (p, q), q ≠ 0 множини Z ( Z у відповідність раціональне число p / q, є сюр’єкцією підмножини Z ( Z на Q. Це означає, що Q не більш, ніж зчисленна, але так як вона містить N, то Q зчисленна;

3) множина алгебраїчних дійсних чисел зчислена. Алгебраїчним дійсним числом називають дійсний корінь деякого тотожньо не рівного нулю полінома з цілими коефіцієнтами. Оскільки тотожньо не рівний нулю поліном степеня ≤ m з цілими коефіцієнтами має т + 1 коефіцієнтів, які є довільними цілими числами і не всі дорівнюють нулю, то потужність множини цих поліномів дорівнює ν т + 1 = ν. Кожен такий поліном має не більше т алгебраїчних дійсних коренів, а значить, множину коренів поліномів степені ≤ т можна розглядати як об’єднання зчисленної множини скінченних множин. Така множина не більш ніж зчисленна, а так як вона нескінченна, то вона зчисленна. Так як т приймає всі значення, то множина всіх алгебраїчних чисел отримується як об’єднання зчисленного числа зчисленних множин, а значить є зчисленною множиною;

4) множина всіх точок простору R n з раціональними чи алгебраїчними координатами зчисленна, так як її кардинальне число дорівнює ν п = ν.

Потужність континууму

Теорема 8. Множина всіх дійсних чисел не є зчисленною.
Дійсно, доведемо, що навіть множина X = [0, 1] дійсних чисел, які задовольняють нерівність 0 ≤ x ≤ 1, не є зчисленною.

Доведення проведемо від протилежного. Припустимо, що X зчисленна й існує деяка бієкція N на Х, тобто елементи X можуть бути записані y вигляді деякої послідовності x1, x2, x3, …, елементи якої попарно різні. Крім того, розглянемо дійсне число ξ, яке визначимо так: перед комою поставимо 0, потім як j-й десятковий знак виберемо довільне ціле число між 1 і 8, яке відрізняється від j-го десяткового знака числа хj. Таким способом ми утворюємо нескінченний дріб, що визначає деяке число ξ. Для довільного натурального j маємо таке. Оскільки j-й десятковий знак числа ξ відрізняється від j-го десяткового знака числа хj і всі десяткові знаки числа ξ відрізняються від 0 і 9, то ξ ≠ хj (не допускаємо знаків 0 і 9, бо 0,102000... і 0,101999... одне і те ж саме число). Значить число ξ не збігається ні з одним з чисел послідовності x1, x2, x3, … Ми отримали суперечність. Це й доводить теорему.

Дійсні числа які не є алгебраїчними, називають трансцендентними. Так як множина алгебраїчних чисел зчисленна, а множина дійсних – незчисленна, то існують трансцендентні числа і навіть “більшість” дійсних чисел трансцендентні. Але не просто точно вказати трансцендентні числа. Можна, наприклад, довести (але це не очевидно), що числа е і π трансцендентні.

Будемо позначати через γ потужність множини X = [0, 1] і називати її потужністю континууму. Потужність континууму - це потужність множини дійсних чисел, оскільки 
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Теорема 9. Мають місце рівності т∙γ = ν∙γ = γ∙γ = γ т = γν = γ, де т – довільне натуральне число.

Доведення просте. Всі кардинальні числа менші чи рівні γν і більші чи рівні γ, тому достатньо довести, що γν = γ. Легко переконатися, що γν = (2ν)ν = 2ν∙ν = 2ν = γ.
Зі сказаного випливає:

1) множина комплексних чисел має потужність континууму;

2) довільний векторний простір скінченого числа вимірів над полем дійсних чи комплексних чисел має потужність континууму. Дійсно, зафіксувавши базу, легко визначити бієкцію такого простору на R n, який має, згідно рівності γ n = γ, потужність континууму. Звідси випливає парадоксальний наслідок про існування бієкції R на площину R 2, так як множини R і R 2 рівнопотужні;

3) множини всіх послідовностей дійсних чисел і послідовностей комплексних чисел мають потужність континууму, так як їх кардинальне число дорівнює γ ν = γ.

4) множина X неперервних дійсних функцій дійсної змінної має потужність континууму;

5) множина всіх дійсних функцій дійсної змінної або навіть множина всіх функцій, що приймають тільки значення 0 і 1, має потужність, строго більшу за потужність континууму, тому що їх потужності рівні відповідно γγ і 2γ, а γγ = (2γ)γ =2γ γ = 2γ > γ.

З пп. 4, 5 випливає, що “більшість” функцій має не менше однієї точки розриву.

На завершення сформулюємо континуум-гіпотезу. Згідно цієї гіпотези, 2ν є кардинальним числом, яке іде одразу за ν. У загальному випадку узагальнена континуум-гіпотеза полягає в припущенні, що при довільному кардинальному числі α кардинальне число 2α іде безпосередньо за α. Доведено (П. Коен, 1968 р.), що континуум-гіпотеза не має рішення – її не можливо ані довести, ані спростувати, можна тільки прийняти її або протилежне їй твердження як аксіому.
Приклади розв’язання задач

1. Задано відношення R ( X ( X, X = N, (x, y) ( R, якщо x 2 – y 2 ділиться на 2. Дослідити відношення на рефлективність, антирефлективність, симетричність, антисиметричність, транзитивність.

Розв’язування: Очевидно, що відношення є рефлективним, бо для довільних x вираз x 2 ‑ x 2 завжди рівний нулю, а отже ділиться на 2. Оскільки R є рефлективне, то воно не може бути антирефлективним.

При аналізі на симетричність припустимо, що (x, y) ( R, і нехай (x 2 – y 2) / 2 = z. Тоді для (y, x), (y 2 – x 2) / 2 = -z, отже і (y, x) ( R. Звідси робимо висновок, що відношення R є симетричним, а отже воно не буде антисиметричним.

З умови належності пари (x, y) відношенню R випливає, що x та y повинні одночасно бути або парними або непарними числами. Для того, щоб (y, z) ( R, необхідно, щоб число z також було або парним або непарним одночасно з числом y, а, отже, і з числом x. Тому умова транзитивності (x R y і y R z ( x R z) виконується.
Так як, досліджене відношення R є рефлективним, симетричним та транзитивним, то це - відношення еквівалентності.

2. Знайти (R, (R, R-1, R○R, R○R-1, R-1○R, для відношення R = {(x, y)| x, y ( N i x ділить у}.

Розв’язування. Будемо вважати, що нуль ділить нуль. Наступні множини (R, (R та N співпадають ((R = (R = N), оскільки (х, х) ( R. Множина R-1 = {(x, y)| x, y ( N i y ділить x}. Композиція R○R = R, а R○R-1 = N2, тому що (х, у) ( R○R-1 це твердження, що існує z таке, що x ділить z i у ділить z. Але таке z легко знайти за довільними х та у. Треба взяти, наприклад, z = x(y. Множина R-1○R = N2, тому що (х, у) ( R-1○R це твердження, що існує z таке, що z ділить x і z ділить y. Треба взяти z = 1 для довільних x та y.

3. Довести, що для будь-яких бінарних відношень виконується рівність (R1 ( R2)‑1 = R1‑1 ( R2‑1.
Розв’язування: (x, y) ( (R1 ( R2)‑1 ( (x, y) ( (R1 ( R2) ( (x, y) ( R1 або (x, y) ( R2 ( (x, y) ( R1‑1 або (x, y) ( R2‑1 ( (x, y) ( R1‑1 ( R2‑1.
4. Оцінити потужність множини всіх можливих відображень множини натуральних чисел в множину цілих чисел (тобто N ( Z).

Розв’язування: Так як існує бієктивне відображення N ( Z, то задачу можна звести до оцінки всіх можливих відображень N ( N. Потужність множини всіх можливих відображень N ( N рівна νν, де ν –потужність зчисленної множини.

Елементи абстрактної алгебри
Основу сучасних швидких та якісних технологій обробки інформації становлять комп’ютери – від персональних до суперЕОМ. Подання інформації для для ЕОМ дискретне, і її обробка складається з послідовностей елементарних перетворень тих чи інших інформаційних одиниць (слів, літер, цифр тощо). Тобто, фундаментальною ідеєю щодо відображення реального світу в комп’ютері є ідея дискретизації об’єктів. Для ефективної роботи на комп’ютері необхідно навчитися будувати моделі реальних об’єктів та процесів їх перетворення. Досить часто такими моделями можуть бути конструкції дискретної математики, зокрема, такі, як алгебраїчні структури, що розглядаються в даних методичних вказівках.

Під абстрактною оболонкою більшості аксіоматичних теорій алгебри ховаються цілком конкретні задачі прикладного характеру. Складна взаємодія теоретичних і прикладних аспектів теорії, яка притаманна всій математиці, в алгебрі проявляється дуже виразно.

Наведемо кілька прикладів практичного використання алгебраїчних структур – множин з алгебраїчними операціями.

Однією з областей застосування є кодування інформації при передачі через канал зв’язку. При цьому ставиться вимога забезпечити виправлення помилок, які виникають внаслідок фізичних завад у каналах зв’язку або пристроях зберігання інформації. Це досягається шляхом введення при кодуванні надлишковості, яка дозволяє так вибрати послідовності символів для передачі, щоб вони задовольняли додатковим умовам, перевірка яких після прийому дає можливість виявити й виправити помилки. Найкращих результатів досягнуто, коли символи, що передаються, розглядаються як елементи певних алгебраїчних структур, зокрема скінченних полів (полів Галуа). При цьому простими стають процедури кодування й декодування, зменшується ймовірність неправильного декодування даних (циклічні коди, коди Ріда-Соломона тощо).

Іншою областю застосування є криптографія: захист інформації шляхом її перетворення, що виключає прочитання цієї інформації сторонньою особою. Ще кілька десятиліть тому такий підхід стосувався в основному військових операцій або був пов’язаний з шпигунськими історіями, а не був предметом широкого використання. Причиною бурхливого розвитку криптографії є широке використання комп'ютерних мереж, зокрема глобальної мережі Internet, по яких передаються великі обсяги інформації державного, військового, комерційного й приватного характеру, що не допускає можливості доступу до неї сторонніх осіб. При виконанні сучасних алгоритмів шифрування з таємним ключем використовуються алгебраїчні структури скінчених полів (наприклад, стандарт AES симетричного шифрування США). Широко вживаний алгоритм RSA шифрування з відкритим ключем (багато провідних світових ІТ-компаній вклали в його розвиток значні кошти, він стоїть в основі функціонування Internet-платежів eMoney) ґрунтується на алгебраїчному понятті фактор-кільця кільця цілих чисел за модулем великого натурального числа.

Іншими областями, де використовуються алгебраїчні структури, є аналіз та синтез скінченних автоматів; реляційні бази даних.

Алгебраїчні операції
Нехай Х – довільна множина. n-арною операцією на множині Х називається відображення f: Хn ( Х, яке кожному вектору (x1, x2, …, xn) ( Хn ставить у відповідність однозначно визначений елемент x ( Х. Це записується наступним чином: x = f(x1, x2, …, xn). Таких операцій на множині Х можна задати декілька. Множина операцій, заданих на Х, називається його сигнатурою й позначається F = (f1, f2, …).

Множину Х разом з її сигнатурою F називаємо алгеброю (алгебраїчною структурою) та позначаємо A(X, F). Множина Х – це так звана множина-носій алгебри.

Найбільш поширеними є бінарні операції, які далі будемо називати просто операціями. Бінарна операція (або закон композиції) на Х – це довільне (але фіксоване) відображення f:Х2 ( Х. Таким чином, будь-якій впорядкованій парі (x1, x2) елементів із Х ставиться у відповідність однозначно визначений елемент f(x1, x2) цієї ж множини Х. Часто бінарну операцію позначають якимось спеціальним символом: T, *, ◦, + та замість f(x1, x2) = z записують x T y = z. Коли зрозуміло про що йдеться, символ операції може пропускатися.

Операція Т називається асоціативною, якщо для будь-яких x, y, z ( Х виконується умова (x T y) T z = x T (y T z).

Операція Т називається комутативною, якщо для будь-яких x, y ( Х виконується умова x T y = y T x.

Операція T1 називається дистрибутивною зліва відносно операції T2, якщо для будь-яких x, y, z ( Х виконується умова x T1 (y T2 z) = (x T1 y) T2 (x T1 z). Операція T1 називається дистрибутивною справа відносно операції T2, якщо для будь-яких x, y, z ( Х виконується умова (y T2 z) T1 x = (x T1 y) T2 (x T1 z). Операція T1 називається дистрибутивною відносно операції T2, якщо вона одночасно є дистрибутивною зліва й справа.

Елемент е є нейтральним (одиничним) зліва відносно операції Т, якщо для будь-якого x ( Х виконується e T x = x. Елемент е є нейтральним (одиничним) справа відносно операції Т, якщо для будь-якого x ( Х має місце рівність x T e = x. Елемент е є нейтральним (одиничним) відносно операції Т, якщо він є одночасно нейтральним зліва й справа, тобто для будь-якого x ( Х виконується x T e = e T x = x. Якщо нейтральний елемент існує, то він є єдиним: дійсно, коли e1 ( e2, то з e1 = e1 T e2 = e2 отримуємо суперечність.

Елемент x-1 називається оберненим зліва до елемента x ( Х відносно операції Т, коли x‑1 T x = e. Елемент x-1 називається оберненим справа до елемента x ( Х відносно операції Т, коли x T x-1 = e. Елемент x-1 називається оберненим до елемента x ( Х відносно операції Т, коли він є одночасно оберненим зліва й справа, тобто x-1 T x = x T x-1 = e.
У випадку, коли алгебраїчна структура має скінченне число елементів, можна для кожної заданої на ній бінарної операції будувати так звану таблицю Келі, яка повністю описує дану операцію. Число рядків і стовпців таблиці рівне числу елементів алгебри, а на перетині рядка й стовпця записується результат виконання операції над відповідними цим рядку й стовпцю двома елементами. Побудова таблиці Келі для операції Т алгебри показана далі.

	Т
	a1
	a2
	…
	an

	a1
	a1Ta1
	a1Ta2
	…
	a1Tan

	a2
	a2Ta1
	a2Ta2
	…
	a2Tan

	…
	…
	…
	…
	…

	an
	anTa1
	anTa2
	…
	anTan


Півгрупи

Множина Х із заданою на ній бінарною асоціативною операцією називається півгрупою. Півгрупу з нейтральним елементом прийнято називати моноїдом або просто півгрупою з одиницею.

Наведемо деякі приклади півгруп та півгруп з одиницею (моноїдів).
1) Нехай Ω - довільна множина й М(Ω) - множина всіх її перетворень (відображень Ω в себе). Задамо на М(Ω) операцію, яка є природною композицією відображень. Тоді М(Ω) стає некомутативною півгрупою з одиницею. Нейтральним елементом є тотожне відображення.

2) Множина матриць з дійсними значеннями Мn(R) розміру nxn відносно множення матриць є некомутативним моноїдом з нейтральним елементом – одиничною матрицею;

3) Нехай знову Ω - довільна множина й Р(Ω) - множина всіх підмножин цієї множини. Задаємо на Р(Ω) операцію перетину множин. Тоді Р(Ω) стає комутативним моноїдом. Нейтральним елементом тут є множина Ω.
4) Множина цілих чисел, які діляться на деяке фіксоване натуральне число n > 1, відносно операції множення утворює комутативну півгрупу без одиниці.

Групи

Півгрупа з одиницею, в якій для кожного елемента існує обернений, називається групою.

Іншими словами, групою називається множина G, на якій задана бінарна операція (символ операції пропускаємо) з наступними властивостями:

(G1) операція асоціативна: (x y) z = x (y z) для всіх x, y, z ( G;

(G2) G містить нейтральний (одиничний) елемент е: e x = x e = x для всіх x ( G;

(G3) для кожного елемента x ( G існує обернений x-1, x-1 x = x x-1 = e.
Група, в якій операція є комутативною, тобто для будь-яких x, y ( G виконується умова x y = y x, називається комутативною (абелевою) групою.

Група називається скінченною, якщо вона має скінченне число елементів. У протилежному випадку група називається нескінченною. Якщо група G скінченна, то число її елементів позначається | G | і називається порядком групи.

З аксіом групи (G1) - (G3) випливають наступні прості наслідки.

1. Закон скорочення:
якщо x y = x z, то y = z (ліве скорочення);


якщо y x = z x, то y = z (праве скорочення);

2. Для кожного елемента групи обернений елемент єдиний;

3. Для кожної пари елементів a, b ( G рівняння a x = b та y a = b мають єдині розв’язки.

Наступні множини є групами відносно вказаних операцій:

1) множина Z цілих чисел відносно додавання;

2) множини Q \ {0}, R \ {0}, C \ {0} відносно множення. Позначатимемо ці групи відповідно Q*, R*, C*;

3) множини Q, R, C відносно додавання;

4) множина Cn коренів n-го степеня з одиниці відносно множення;

5) множина Aut(M) всіх бієктивних відображень множини M на себе. Якщо множина M є скінченною і має n елементів, то в цьому випадку вказані бієктивні відображення називаються підстановками n елементів, а множина Sn всіх підстановок утворює групу підстановок n елементів;

6) множина GLn(C) невироджених (тобто з відмінним від нуля визначником) комплексних матриць розміру nxn відносно множення матриць.

Зауважимо, що для кожного натурального числа n можна збудувати абелеву групу, яка має порядок n. Для цього треба розглянути фактор-множину Zn = {
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 потрібно спочатку додати цілі числа r і s, а потім знайти остачу від ділення знайденої суми на число n. Клас знайденої остачі й буде результатом додавання класів 
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. Множина Zn разом із заданою на ній операцією додавання ( є абелевою групою, яка має порядок n.
Далі наведено таблицю Келі для операції додавання ( групи Z5:
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Непорожня підмножина Н групи G називається підгрупою, якщо вона є групою відносно визначеної в групі G операції.

Зауважимо, що не всяка підмножина А групи G є підгрупою. Розглянемо, наприклад, підмножину A = {1, i} групи C4 = {1,-1, i, -i} з операцією множення комплексних чисел. Маємо i i = -1 . Як бачимо добуток двох елементів множини A не належить до цієї множини. Інакше кажучи, множина A не замкнена відносно визначеної в групі G операції. Якщо тепер розглядати множину A у відриві від групи, але з операцією, яка була визначена в групі, то не для всіх пар елементів цієї множини існує добуток.

Розглянемо ще підмножину B = {1, 2, …, 2n, …} групи Q*. Тут групова операція не виходить за межі множини B, але всі елементи, крім 1, не мають обернених у цій множині.

Переконаємося в справедливості такого критерію: підмножина Н групи G є підгрупою, тоді і лише тоді, коли:

а) для всіх h1, h2 ( H: h1 h2 ( H;

б) для всіх h ( H: h-1 ( H.

Дійсно, умова а) дозволяє ввести на множині Н ту саму операцію, яка була в групі. Зрозуміло, що ця операція є асоціативною. Умова б) гарантує існування обернених елементів в Н. Нарешті, з умов а) і б) випливає, що нейтральний елемент групи належить до Н: якщо h ( H, то  h-1 ( H і тоді h h-1 = е ( H.
Далі наведено приклади підгруп:

1) кожна група G має дві так звані тривіальні підгрупи {е} і G;

2) в ланцюгу Z ( Q ( R ( C кожна попередня група є підгрупою наступної;

3) група Cn є підгрупою групи C*. Отже, нескінченна група може мати скінченні підгрупи;

4) множина всіх парних підстановок n елементів є підгрупою групи Sn. У той же час множина всіх непарних підстановок не утворює підгрупу;

5) множина всіх матриць, визначник яких рівний (1, є підгрупою групи GLn(C).

Елемент g групи G називається елементом скінченого порядку, якщо існує таке натуральне n, що gn = e. Найменше натуральне число з такою властивістю називається порядком елемента g і позначається через O(g).

Наприклад, у групі C*, O(i) = 4, O(cos(2( / 5)+ i sin(2( / 5)) = 5, елемент 2 має нескінченний порядок.

Група, в якій кожний елемент має скінчений порядок, називається періодичною.

Розглянемо всі степені (додатні та від’ємні) фіксованого елемента g групи G: e, g, g2, …, g-1, g-2, …. Зрозуміло, що ця множина є підгрупою групи G. Вона називається циклічною підгрупою, а елемент – її твірним елементом.

Далі наведено приклади циклічних підгруп:

1) множина C4 = {i, i2 = -1, i3 = -i, i4 = 1} – циклічна підгрупа групи C* з твірним елементом i;

2) нехай a ( S3 є підстановкою a = (1, 2). Тоді a2 = e, a3 = e, a4 = e і т.д., a-1 = a. Отже, множина {e, a} є циклічною підгрупою групи S3;

3) матриця 
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 породжує циклічну підгрупу групи GL2(C). Легко перевірити, що 
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, m ( Z. Маємо приклад нескінченної циклічної підгрупи.

Група G називається циклічною, якщо знайдеться такий елемент g ( G, що породжена ним циклічна підгрупа співпадає з G.

Прикладами скінченних циклічних груп є групи Cn i Zn. Група Z відносно додавання є нескінченною циклічно групою з твірним елементом 1 (степенем елемента тут є його кратне). Зрозуміло, що будь-яка циклічна група є абелевою.
Нехай Н – підгрупа групи G, g – фіксований елемент у G. Лівим суміжним класом групи G за підгрупою Н (з представником g) називається множина елементів вигляду gh, де h пробігає всі елементи підгрупи Н; цю множину позначатимемо через gH. Аналогічно визначається правий суміжний клас групи G за підгрупою Н.
Далі наведено приклади суміжних класів:

1) нехай G = S3 – група парних підстановок з 3 елементів. Позначимо елементи групи S3 так: e = 
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.
H = {e, a, a2} – підгрупа парних підстановок групи S3.
Таблиця Келі виконання операції композиції підстановок для групи S3 виглядає так:
	◦
	e
	a
	b
	c
	d
	a2

	e
	e
	a
	b
	c
	d
	a2

	a
	a
	a2
	d
	b
	c
	e

	b
	b
	c
	e
	
	a2
	d

	c
	c
	d
	a2
	e
	a
	b

	d
	d
	b
	a
	a2
	e
	c

	a2
	a2
	e
	c
	d
	b
	a


Ліві суміжні класи за підгрупою H:
eH={ e, a, a2},


aH={ e, a, a2},


a2H={ e, a, a2},

bH={ b, c, d},


cH={ b, c, d},



dH={ b, c, d}.
Праві суміжні класи за підгрупою H:
He={ e, a, a2},


Ha={ e, a, a2},


Ha2={ e, a, a2},

Hb={ b, c, d},


Hc={ b, c, d},



Hd={ b, c, d}.
Як бачимо, у даному прикладі eH = He, aH = Ha, bH = Hb, cH = Hc, dH = Hd, a2H = Ha2, тобто ліві суміжні класи співпадають з відповідними правими суміжними класами.
Проте таке співпадіння не завжди має місце, як показує такий приклад:
2) нехай G = S3, H = {e, b}. Лівий суміжний клас, породжений елементом d, складається з двох елементів: dH = {de, db} = {d, a}. Правий суміжний клас Hd = {ed, bd} = {d, a2}. Як бачимо, в цьому випадку dH ( Hd;

3) нехай G = Z, H – підгрупа цілих чисел, кратних числу 5. Суміжний клас, утворений числом 1, є множиною 1 + 5Z = {1, 1(5, 1(2·5, …}. Це всі цілі числа, які при діленні на 5 дають остачу 1.

Очевидно, що існує тільки 5 різних класів групи Z за підгрупою 5Z: 5Z, 1 + 5Z, 2 + 5Z, 3 + 5Z, 4 + 5Z.

Зафіксуємо деяку підгрупу H групи G і розглянемо всі можливі ліві суміжні класи за цією підгрупою, утворені елементами групи G. Перш за все ясно, що кожний елемент g ( G  належить до деякого класу , а саме, до класу gH, бо g = ge ( gH.

Далі, якщо підгрупа H скінченна і має n елементів, то кожен суміжний клас також має n елементів. Дійсно, якщо h1 ( h2 , то gh1 ( gh2, бо за законом скорочення із gh1 = gh2 отримуємо  h1 = h2.

Для нескінченної підгрупи ці міркування означають, що множини gH та H рівнопотужні. Тоді й ліві суміжні класи рівнопотужні.

Усе раніше сказане справедливе й для правих суміжних класів.

Лема. Усякі два суміжні класи або не перетинаються або співпадають.

Доведення. Треба довести: із g1H ( g2H ( ( випливає g1H = g2H. Нехай g0 ( g1H ( g2H, тобто g0 = g1h1 = g2h2, де h1, h2 ( H. Тоді g1H ( g2H. Це випливає з низки рівностей: для будь-якого h ( H: g1h = g1(h1(h1)-1)h = g0h' = g2h2h' = g2h'' ( g2H.
Аналогічно можна довести, що g2H ( g1H.
Теорема Лагранжа. Порядок будь-якої підгрупи H скінченої групи G є дільником порядку групи.

Доведення. Кожен елемент g ( G належить принаймні до одного класу, а саме до класу gH. Тому суміжні класи утворюють покриття групи. За доведеною лемою бачимо, що група є об’єднанням суміжних класів, які не перетинаються. Число класів позначатимемо через j і назвемо індексом підгрупи H у групі G. Оскільки всі класи мають однакове число елементів, то n = j m, де n – порядок групи G; m – порядок підгрупи H. Теорему доведено.

Наслідок. Група простого порядку не має жодних підгруп, крім тривіальних. Порядок елемента скінченої групи ділить порядок групи. Група простого порядку завжди циклічна.
Не слід думати, що для будь-якого дільника m порядку групи завжди існує підгрупа порядку n. Так, у групі A4 (парні підстановки в S4) порядку 12 не існує підгруп порядку 6.

Підгрупа Н групи G називається нормальною підгрупою, якщо gH = Hg для всіх g ( G. Остання умова означає, що відповідні ліві й праві суміжні класи за нормальною підгрупою співпадають. Сукупність суміжних класів за нормальною підгрупою утворює групу. Операція множення суміжних класів визначається за допомогою рівності g1H•g2H = (g1 g2)H. Ця група називається фактор-групою групи G за нормальною підгрупою Н і позначається G / Н.

Відображення f: G1 ( G2 групи (G1, •) в групу (G2, () називається гомоморфізмом, якщо для будь-яких елементів x, y ( G1, f(x • y) = f(x) ( f(y).

Розглянемо два приклади.

а) C2 = {-1, 1} – група квадратних коренів з одиниці. Групова операція визначається рівностями 1·1 = 1, 1·(-1) = (-1)·1 = -1, (-1)·(-1) = 1.

б) S2 – група підстановок другого порядку. Елементами є підстановки e = (1), a = (1, 2). Тут ee = e, ea = ae = a, aa = e.
Розглянемо тепер довільну групу другого порядку, абстрагуючись від природи її елементів. Вона мусить мати нейтральний елемент e і ще один елемент a, відмінний від нейтрального. Групова операція задається наступною таблицею Келі:

	Т
	е
	а

	е
	е
	а

	а
	а
	е


Це єдино можливий варіант таблиці. Дійсно, рівності еТе = е, еТа = аТе = а випливають із визначення нейтрального елемента. Рівність аТа неможлива, бо це означало б, що а – нейтральний елемент. Значить, аТа = е.

Групи C2 і S2 мають таку саму таблицю; в першому випадку треба замінити e i a на 1 і –1. Зауважимо, що ці групи є циклічними, а тому й абелевими.

Отже, з точки зору побудови закону композиції всі групи другого порядку не відрізняються між собою. Це можна виразити ще так. Нехай (G1, •) = {e1, a1}, (G2, () = {e2, a2} – дві групи. Існує бієктивне відображення f: G1 ( G2 , визначене рівностями f(e1) = e2, f(a1) = a2, при якому зберігаються закони композиції. Це означає, що f(e1 • a1) = f(e1) ( f(a1), f(а1 • a1) = f(а1) ( f(a1). Справді, f(e1 • a1) = a2 та f(а1 • a1) = e2, f(e1) ( f(a1) = e2 ( a2 = a2 та f(а1) ( f(a1) = a2 ( a2 = e2.
Слід зауважити, що друге можливе тут відображення g: G1 ( G2,визначене рівностями g(e1) = а2, g(a1) = е2, не зберігає законів композиції. Це видно з наступного: g(а1 • a1) = a2  та g(а1) ( g(a1) = e2 ( e2 = e2. Отже, g(а1 • a1) ( g(а1) ( g(a1).
Бієктивне відображення f: G1 ( G2 групи (G1, •) в групу (G2, () називається ізоморфізмом, якщо для будь-яких елементів x, y ( G1, f(x • y) = f(x) ( f(y).
Іншими словами, ізоморфізмом з групи G1 в групу G2 називається бієктивний гомоморфізм з групи G1 в групу G2.
Дві групи G1 i G2 називаються ізоморфними, якщо існує ізоморфізм групи G1 в групу G2; це позначають G1 ( G2.

Таким чином, нами встановлено, що всі групи другого порядку ізоморфні. Проте, як далі бачимо, існують неізоморфні групи, навіть якщо існує бієктивне відображення однієї групи на іншу.

Групи Q+ додатних раціональних чисел відносно множення й Q раціональних чисел відносно додавання неізоморфні. Правда, існують бієктивні відображення множини Q+ на множину Q, але жодне з них не може бути ізоморфізмом. Справді, яке б не було бієктивне відображення f: Q+ ( Q, завжди існують такі елементи а ( Q і х ( Q+, що f(2) = а і f(х) = а/2. Якби це відображення було ізоморфізмом, то повинно бути f(х2) = а/2 + а/2 = а = f(2). Звідси за бієктивністю відображення х2 = 2, що неможливо, бо х - додатнє раціональне число.

Дві скінченні ізоморфні групи мають однакові таблиці Келі в такому розумінні: якщо всі елементи аі в першій таблиці замінити відповідно на f(аі) (f - ізоморфізм груп), то отримаємо другу таблицю.

Покажемо, що існує лише одна таблиця для групи третього порядку G={e, a, b}. Перший рядок та перший стовпець таблиці мусять мати вигляд: e, a, b. Як можна заповнити порожні місця ? Зауважимо, що в кожному рядку й у кожному стовпці повинні бути всі елементи без повторень незалежно від порядку групи. Дійсно, коли б ai aj = ak і as aj = ak, то було б ai aj=as aj. Звідси за законом скорочення ai = as (при i ( s), що неможливо.

Чому може дорівнювати а2 ? Це не може бути е, бо в другому рядку на останньому місці доведеться ставити b. Але b вже є в третьому стовпці. Залишається тільки варіант а2 = b. Тепер легко заповнити всю таблицю.

	Т
	е
	а
	b

	е
	е
	а
	b

	а
	а
	b
	е

	b
	b
	е
	а


Треба ще довести, що бінарна алгебраїчна операція, задана цією таблицею, асоціативна. Це можна зробити обхідним шляхом. Відомо, що існують групи третього порядку (група C3 і підгрупа парних підстановок групи S3) з такою ж таблицею.

Таким чином, з точністю до ізоморфізму існує лише одна група третього порядку, яка, як видно з таблиці, є абелевою. Інакше кажучи, всі групи третього порядку ізоморфні між собою.

Збудуємо таблицю Келі операції для циклічної групи четвертого порядку за рівностями a2 = b, a3 = c, a4 = e.

	Т
	е
	а
	b
	c

	е
	е
	а
	b
	c

	а
	а
	b
	c
	e

	b
	b
	c
	e
	a

	c
	c
	e
	a
	b


Виникає запитання: чи існують нециклічні групи четвертого порядку ? Слід зауважити, що за теоремою Лагранжа всі її елементи повинні мати порядок 2, тобто a2 = b2 = c2 = е Далі показано, як заповнити (це можна зробити єдиним способом) таблицю Келі для цього випадку
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Легко перевірити, що таку таблицю має група підстановок множини з чотирьох елементів a = (1, 2)(3, 4), b = (1, 3)(2, 4), c = (1, 4)(2, 3), e = (1). Ця група є абелевою, бо таблиця Келі симетрична відносно головної діагоналі. Це так звана група Клейна.

Отже, з точністю до ізоморфізму існує лише дві групи четвертого порядку.

Теорема Келі. Будь-яка група G ізоморфна деякій підгрупі групи Aut(G).

Наслідок. Якщо G – скінченна група порядку n, то вона ізоморфна деякій підгрупі групи підстановок Sn.

Таким чином, вивчення скінчених груп можна звести до вивчення груп підстановок.

Кільця та поля

Нехай К – непорожня множина, на якій задані дві бінарні алгебраїчні операції + (додавання) і ∙ (множення), які задовольняють наступним умовам:

(K1) (K, +) – абелева група;

(К2) (K, ∙) – півгрупа;

(К3) операція множення дистрибутивна відносно операції додавання:


(x + y) z = x z + y z,  z (x + y) = z x + z y
для всіх x, y, z ( K.

Тоді (K, +, ∙) називається кільцем.

Структура (K, +) називається адитивною групою кільця, а (K, ∙) - його мультиплікативною півгрупою.

Якщо (K, ·) – моноїд, то кажуть, що (K, +) – кільце з одиницею. Кільце називається комутативним, якщо (K, ∙) – абелева півгрупа (на відміну від груп, комутативне кільце не прийнято називати абелевим). Нейтральний елемент 0 – відносно додавання і 1 – відносно множення (якщо він існує) називають відповідно нулем і одиницею кільця.

Далі наведено приклади кілець:

1) множина (Z, +, ∙) цілих чисел відносно звичайних операцій додавання й множення;

2) множина (Q, +, ∙) раціональних чисел відносно звичайних операцій додавання й множення;

3) множина (R, +, ∙) дійсних чисел відносно звичайних операцій додавання й множення;

4) множина (C, +, ∙) комплексних чисел відносно звичайних операцій додавання й множення;

5) множина дійснозначних матриць Мn(R) розміру nxn відносно додавання та множення матриць є кільцем з одиницею. Роль нейтрального елемента відносно множення тут відіграє одинична матриця Е. Таке кільце називається повним матричним кільцем над R або кільцем квадратних матриць порядку n над R. Це один з найважливіших прикладів кілець. Оскільки при n > 1, матриці при множенні, як правило не можна переставляти, то Мn(R) – некомутативне кільце.

Підмножина L кільця К називається підкільцем, якщо для будь-яких елементів x, y ( L
x + y ( L i x ∙ y ( L.
Підкільце L кільця К з одиницею називається ідеалом, коли для будь-яких елементів x ( L та a ( K виконується a∙x ( L, x∙a ( L.

Нехай К - кільце з одиницею, а L – ідеал у цьому кільці. Фактор-групу К / L адитивної групи (K, +) кільця за ідеалом L (який є нормальним дільником в адитивній групі) можна перетворити в кільце, наступним чином задаючи операцію множення суміжних класів: (x + L) ( (y + L) = x∙y + L. Це кільце називається фактор-кільцем кільця К за ідеалом L і позначається К / L.
Нижче наведено приклад фактор-кільця, який широко використовується. Множина nZ цілих чисел, кратних деякому фіксованому натуральному числу n, є ідеалом в кільці цілих чисел Z. Розглянуту раніше фактор-групу Z / nZ = Zn можна перетворити в кільце задаючи операцію множення ( класів за модулем числа n. Щоб перемножити два класи 
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 потрібно спочатку перемножити цілі числа r і s, а потім знайти остачу від ділення знайденого добутку на число n. Клас знайденої остачі й буде результатом множення класів 
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 і 
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. Множина Zn разом із заданими на ній операціями додавання ( та множення ( є комутативним кільцем з одиницею, яке має n елементів.

Далі наведено таблицю Келі для операції множення ( кільця Z5:

	(
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Відображення f: К1 ( К2 кільця (К1, +, ∙) в кільце (К2, (, () називається гомоморфізмом, якщо воно зберігає всі операції, тобто коли для будь-яких елементів x, y ( К1

f(x + y) = f(x) ( f(y),


f(x ∙ y) = f(x) ( f(y).

Якщо гомоморфізм кілець є бієктивним відображенням, то він називається ізоморфізмом кілець. Два кільця К1 i К2 називаються ізоморфними, якщо існує ізоморфізм кільця К1 в кільце К2; факт ізоморфізму кілець коротко записують у вигляді К1 ( К2.

Поле Р – це комутативне кільце з одиницею, в якому кожен відмінний від нуля елемент має обернений відносно операції множення. Іншими словами комутативне кільце з одиницею Р є полем, коли сукупність його відмінних від нуля елементів утворює абелеву групу відносно операції множення.

Два поля Р1 i Р2 називаються ізоморфними, якщо вони ізоморфні як кільця.

Поле, яке має скінченне число елементів, називається скінченним полем або полем Галуа.

Теорема. Будь-яке скінченне поле має рn елементів, де р – просте, а n – натуральне число. Для фіксованих простого числа р і натурального числа n існує і, з точністю до ізоморфізму, лише одне поле з числом елементів рn.

Скінченні поля з точністю до ізоморфізму будуються наступним чином.

Скінченне поле з р елементів ізоморфне кільцю Zp цілих чисел за модулем р.

Скінченне поле з рn елементів отримується таким чином. Розглядаємо кільце многочленів Zp[x] від змінної х над полем Zp. Беремо в цьому кільці многочлен f(x) степеня n, який є нерозкладним над Zp. Позначаємо через (f(x)) ідеал, який складається з елементів, що діляться на f(x). Тоді фактор-кільце Zp[x]/(f(x)) є бажаним полем з рn елементів. Виконання операцій над елементами цього поля здійснюється за двома модулями: за модулем числа р і за модулем многочлена f(x). Часто це позначається наступним чином: (mod f(x), p).
Гомоморфізми та ізоморфізми алгебр
Розглянемо алгебри A(X; (1, …, (k) і B(Y; (1, …, (k), в яких операції (l та (l є однаково ni ‑ арними, i = 1, 2, …, k. Відображення f: X ( Y з умовою 
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 називається гомоморфізмом алгебри A(X; (1, …, (k) в алгебру B(Y; (1, …, (k). Гомоморфізм, який є одночасно бієктивним відображенням, називається ізоморфізмом алгебр.

Множина Y ( X називається замкнутою відносно n-арної операції ( на Х, коли ((Yn) ( X. Якщо підмножина Y ( X замкнута відносно всіх операцій алгебри A(X; (1, …, (k) і їй відповідає алгебра B(Y; (1, …, (k), то остання називається підалгеброю алгебри A(X; (1, …, (k).

Для випадків груп та кілець поняття гомоморфізму, ізоморфізму та підалгебри були розглянуті раніше.

Приклади розв’язування задач
1. Алгебра складається з усіх відображень множини {1,2} в себе: 
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. Операцією є композиція ○ відображень. Скласти таблицю Келі та дослідити властивості операції в цій алгебрі.

Розв‘язування. Таблиця Келі для операції ○ в заданій алгебрі має вигляд

	○
	а
	b
	c
	d

	а
	a
	b
	a
	b

	b
	a
	b
	b
	a

	c
	a
	b
	c
	d

	d
	a
	b
	d
	c


Як відомо композиція відображень є асоціативною, отже алгебра A = (X; ○} є півгрупою, де X = {a, b, c, d}. У півгрупі A є одиничний (нейтральний) елемент c, оскільки (x ( X, x○c = c○x = x. Отже, півгрупа A є моноїдом. Оскільки a○b = b, а b○a = a, то моноїд не є абелевим.

2. Перевірити, чи утворює групу множина R+ операція T, якщо вона задається як a T b = a2b4.

Розв‘язування. Для того, щоб алгебра була групою необхідно, щоб у алгебрі існував нейтральний елемент. Умовою існування нейтрального елемента e є (x ( R+, e T x = x T e = x. Нехай e1 –лівий, а e2 –правий нейтральний елементи. Тоді e1 T x = e12x4 = x, звідси e1 = x –3/2. Разом з тим x T e2 = x2e24 = x і e2 = x –1/4. Як бачимо e2 ≠ e1. Таким чином, нейтрального елемента не існує, і тому задана алгебра не є групою.

3. Показати, що група додатних дійсних чисел відносно операції множення (R+; () ізоморфна групі дійсних чисел відносно операції додавання (R; +).

Розв‘язування. Для доведення ізоморфізму можна використати наступне бієктивне відображення ln : R+ ( R, яке зберігає групові операції - ln(a(b) = ln(a) + ln(b).

4. Довести, що множина всіх чисел виду 
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 (a та b – цілі числа), які додаються та множаться як звичайні дійсні числа, є кільцем.

Розв‘язування. Справді, замкнутість цієї множини відносно операцій додавання та множення випливає зі співвідношень (
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) = (a + b) + (c + d)
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) = (ac + 3bd) + (ad + bc)
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. Таким чином, наведені операції є дійсно бінарними операціями на заданій множині. 

Перевіримо спочатку, що задана множина з операцією додавання є абелевою групою. Оскільки числа виду 
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 є частковим випадком дійсних чисел, то операція їх додавання є асоціативною й комутативною. Нейтральним елементом відносно додавання, очевидно, є елемент 
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. Оберненим для елемента 
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 відносно операції додавання є елемент 
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Числа виду 
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 є частковим випадком дійсних чисел. Тому й операція їх множення є асоціативною. Значить, вказана множина відносно заданої операції множення є півгрупою.

Як згадувалося раніше, операції множення та додавання на заданій множині є операціями над дійсними числами. Тому вказана операція множення є дистрибутивною відносно операції додавання.

Отже множина всіх чисел виду 
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 (a та b – цілі числа), які додаються та множаться як звичайні дійсні числа, є кільцем.

Зауважимо, що згадана множина не є полем, бо не існує нейтрального елемента відносно операції множення, як показують наступні міркування.

Нехай 
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- нейтральний елемент відносно операції множення. Тоді повинна виконуватися рівність 
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. З неї отримуємо, що 
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. Як бачимо зліва стоїть ціле число, а справа – ірраціональне. Ми отримали суперечність.

 Елементи теорії графів

1. Вступ

Теорія графів, як розділ дискретної математики, з успіхом використовується у задачах керування виробництвом і проектування мереж ЕОМ, при розробці сучасних електронних модулів і при проектуванні фізичних систем, при розробці сучасних електронних модулів і при проектуванні фізичних систем, при розв’язуванні задач генетики і вирішенні проблем автоматизованого управління (САПР). Теорія графів є основою математичного забезпечення сучасних систем обробки інформації у прикладній теорії алгоритмів та в інших галузях науки і техніки.

Далі будемо розглядати деякі елементи теорії графів, які мають загальну форму та можуть бути застосовані при дослідженні об’єктів та систем довільної природи.

2. Основні поняття і операції

2.1. Визначення графу

Предметом перших задач теорії графів були конфігурації, які складаються з точок і ліній, які їх з’єднують. При цьому несуттєво, прямі ці лінії або вони є криволінійними дугами. Важливо лише те, що вони з’єднують дані точки.

Визначення. Розглянемо множину V, яка складається з точок, частина яких з’єднана між собою. Назвемо V множиною вершин, а об’єкт v ( V - вершиною. Граф


G = G(V)

з множиною вершин V - це деяка сукупність пар вигляду


e = (a, b),

де a, b ( V вказують, які пари вершин з’єднані між собою. Відповідно до геометричних уявлень про граф кожна така пара (a, b) називається ребром графу, а „а” і „b” – кінцями ребра. З іншого боку, оскільки


e = (a, b) ( V ( V,

то граф


G(V) ( V ( V.

Визначення. Якщо у визначенні ребра графу не брати до уваги послідовність його кінців, тобто вважати, що


e = (a, b) = (b, a),

то говорять, що e – неорієнтоване ребро. В протилежному випадку e = (a, b) - орієнтоване ребро, в якому „а” – початкова вершина, а „b” – кінцева.

Визначення. Якщо e = (a, b), то говорять, що ребро e інцидентне вершинам „а” і „b”, а вершини „а” і „b” інцидентні ребру e.

2.2. Зображення графів

Визначення. Граф G називається неорієнтованим, якщо кожне його ребро є неорієнтованим. Граф G називається орієнтованим, якщо кожне його ребро є орієнтованим.
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Рис. 1.

На рис. 1.а, б, в, е зображені деякі неорієнтовані графи, а на рис. 1.г, д – деякі орієнтовані графи (напрями ребер зображені стрілками). Лінії, які відповідають ребрам графів, можуть перетинатись на рисунку, але точки їх перетину не обов’язково повинні бути вершинами графу (див.рис.1.а).

Якщо два ребра інцидентні одній парі вершин, то такі ребра називаються кратними (див.рис.1.б). Ребро, яке з’єднує вершину саму з собою, називають петлею (див.рис.1.д).

Визначення. Граф називається скінченним, якщо кількість ребер в ньому є скінченною (рис.1.а, б, г); інакше граф називають нескінченним (рис.1.е).

Визначення. Вершина графу, не інцидентна жодному ребру, називається ізольованою. Якщо граф складається тільки з ізольованих вершин, то він називається нульграфом (рис.1.в).

Визначення. Будемо говорити, що два графи G і G’ є ізоморфними, якщо існує така відповідність між множинами їх вершин V і V’, що у графі G вершини з’єднані між собою тоді і тільки тоді, коли з’єднані між собою відповідні їм вершини у графі G’. Якщо ребра орієнтовані, то їх напрямки повинні відповідати один одному.

Наприклад:
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Твердження. Ізоморфні графи мають однакові властивості.

Відповідно з даними твердженнями ізоморфні графи надалі будемо ототожнювати.

2.3. Способи задання графів

Графічний опис графів є незручним для їх аналізу на ЕОМ. Тому розглянемо табличні способи задання графів.

Надалі будемо розглядати тільки скінченні графи, у яких множини вершин V = {v1, …, vn} і ребер E = {e1, …, em} є скінченними.

Визначення. Матриця суміжності вершин графу G(V) (позначається M(G) = {Mij}) - це квадратна матриця розміру n(n, в якій Mij - кількість ребер, які з’єднують Vi з Vj в графі G. Якщо граф G неорієнтований, то


Mij = Mji,

тобто матриця М є симетричною.

На рис.2 зображений деякий неорієнтований граф; відповідна матриця суміжності вершин приведена в табл.1.
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Рис.2
	Таблиця 1

	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1

	
	2
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	
	3
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0

	
	4
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	
	5
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1

	
	6
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1

	
	7
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0


Граф також може бути описаний за допомогою матриці інцидентності (позначається N(G) = {Nij}), яка має n рядків (вершини) і m стовпців (ребра). Для неорієнтованого графу Nij = 1, якщо вершина vi інцидентна ребру ej; в протилежному випадку - Nij = 0.

Для орієнтованого графу Nij = 1, якщо vi - початкова вершина ребра ej; Nij = ‑1, якщо vi - кінцева вершина ребра ej; Nij = 0, якщо вершина vi не інцидентна ребру ej.

У табл. 2 наведена матриця інцидентності для неорієнтованого графу, зображеного на рис. 2.

На рис. 3 зображений орієнтований граф, матриця інцидентності для якого наведена в табл. 3.

Неорієнтований граф без петель G може бути також описаний квадратною матрицею суміжності ребер (позначається I(G) = {Iij}) розміром m(m, причому Iij = 1, якщо i ( j і у ребер ei і ej є спільна вершина. В протилежному випаду - Iij = 0.

Для графу, зображеного на рис. 2, відповідна матриця суміжності ребер приведена в табл. 4.

Таблиця 2

	
	І
	ІІ
	ІІІ
	IV
	V
	VI
	VII
	VIII
	IX

	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	3
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	4
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	5
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1

	6
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0

	7
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
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Рис. 3
	Таблиця 3

	
	
	І
	ІІ
	ІІІ
	IV
	V
	VI

	
	1
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0

	
	2
	1
	0
	-1
	0
	0
	0

	
	3
	0
	1
	0
	-1
	-1
	-1

	
	4
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	
	5
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	
	6
	0
	0
	0
	0
	1
	0

	
	7
	0
	0
	0
	0
	0
	1


Таблиця 4

	
	І
	ІІ
	ІІІ
	IV
	V
	VI
	VII
	VIII
	IX

	І
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	ІІ
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	ІІІ
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	IV
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	V
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0

	VI
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	VII
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1

	VIII
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1

	IX
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0


2.4. Степінь вершини графа
Нехай G(V) - неорієнтований граф.

Визначення. Степенем ((a) деякої вершини a ( V називається кількість ребер графу, інцидентних цій вершині.

Якщо граф заданий матрицею суміжності вершин, то
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Для матриці інцидентності аналогічна формула має вигляд
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Число ребер у графі G позначимо через vE = vE(G). При підрахунку суми 
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 кожне ребро e(vi, vj), графу G підраховується двічі: один раз – як таке, що з’єднує вершину vi з vj, а другий раз – як таке, що з’єднує vj з vi. Тому
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(формула (3) залишається правильною і для графу з петлями, якщо їх розглядати як подвійні ребра).

Оскільки в лівій частині формули (3) стоїть парне число, то це означає, що у скінченному графі без петель кількість вершин з непарним степенем – парна.

Визначення. Граф називається однорідним степеня k, якщо ((vi = k), для всіх vi ( V.

В однорідному графі кількість ребер згідно з формулою (3) vE = nk/2.

Визначення. Повний граф U = U(V) - це неорієнтований граф, у якому дві довільні вершини з’єднані рівно одним ребром.

Зрозуміло, що повний граф U(V) з n вершинами – це однорідний граф степеня (n ‑ 1). Тому vE = n(n – 1) / 2.

Визначення. Повний граф з петлями U0 = U0(V) - це повний граф, у якому до кожної вершини додана петля.

Кількість ребер у повному графі з петлями vE(U0) = vE(U) + n = n(n + 1) / 2.

Нехай тепер G(V) - орієнтований граф. Тоді через ((vi) і (*(vi) позначають кількість ребер, які виходять з вершини vi і входять в вершину vi відповідно.

Аналогічно попередньому кількість ребер в орієнтованому графі
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2.5. Частини, суграфи і підграфи графу.

Операції з частинами графу

Визначення. Граф Н називається частиною графу G (позначається H ( G), якщо:


а) V(H) ( V(G);


б) E(H) ( E(G).
Визначення. Граф Н називається суграфом графу G, якщо він є частиною графу G і


V(H) = V(G).

На Рис. 4 зображені граф G і його три частини. Граф H3 є суграфом.
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Рис.4.
Визначення. Суграф H називається покриваючим для графу G, якщо будь-яка вершина H інцидентна хоча б одному ребру з G. Зауважимо, що якщо в графі G є ізольовані вершини, то для нього не існує покриваючого графу H.

Визначення. Підграфом G(U) графу G(V) називається така його частина, яка містить всі ребра графу G(V), що з’єднують дві будь-які вершини з множини U.

На рис. 4 H1 не є підграфом G (не містить ребро e(2, 4)), а H2 – підграф графу G.

Визначення. Зірковим графом, який визначається деякою вершиною a ( V, називається граф, що містить всі ребра даного графу G(V), інцидентні вершині „a”.

За аналогією з операціями поміж множинами можна виконувати і операції між графами.

Визначення. Якщо H – частина графу, то 
[image: image192.wmf]H

 (доповнення графу H) – це граф, в який входять всі ребра графу G, які не належать H:
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Визначення. Нехай H1 і H2 - дві частини графу G. Тоді H = H1 ( H2 (об’єднання або сума) це також частина графу G, яка складається зі всіх ребер, що належать або H1 або H2.

Визначення. Нехай H1 і H2 - дві частини графу G. Тоді H = H1 ( H2 (перетин) це частина графу G, яка складається зі всіх ребер, що належать H1 та H2 одночасно.

Визначення. Якщо дві частини H1 і H2 графу G не мають спільних вершин, то їх сума H = H1 ( H2 називається прямою. Якщо H1 і H2 не перетинаються по ребрах, то їх сума називається прямою по ребрах.

Наприклад: 
[image: image194.wmf]H
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 - пряма сума за ребрами.

3. Маршрути, ланцюги і цикли

3.1. Деякі визначення

Нехай G - неорієнтований граф.

Визначення. Маршрутом в G називається скінченна або нескінченна послідовність ребер S = {…, e0, e1, …, en, …} в якій кожні два сусідні ребра ei - 1 і ei мають спільну вершину, тобто

e0 = (v0, v1)


e1 = (v1, v2)


e2 = (v2, v3)


.   .   .


en = (vn, vn + 1).

Визначення. Якщо в S немає ребер, які стоять перед e0, то v0 називається початковою вершиною S; якщо немає ребер після en - 1, то vn - кінцевою вершиною. Якщо вершина vi належить і ei - 1 і ei, то вона називається внутрішньою.

Визначення. Якщо маршрут S має початкову і кінцеву вершини, то він називається скінченним; якщо S має початок і не має кінцевої вершини (або навпаки), то він називається односторонньо-нескінченним; якщо немає ні початкової вершини ні кінцевої – то двосторонньо-нескінченними. Якщо S має початкову вершину v0 і кінцеву vn, то позначається


S = S(v0, vn)

(тобто S - це маршрут довжини n, який з’єднує вершини v0 і vn ).

Визначення. Якщо v0 = vn, то маршрут називається циклічним.

Визначення. Якщо vi і vj - дві вершини маршруту S, то


S(vi, vj) = (ei, …, ei + 1, …, ej - 1)

називається підмаршрутом.

На рис.5 маршрут S = (e1, e2, e3, e4, e5) є скінченним, має довжину 5, початкову вершину v1 і кінцеву v5. Маршрут S = (e2, e3, e4) є підмаршрутом даного маршруту.
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Рис.5

Визначення. Ланцюг – це маршрут, кожне ребро якого зустрічається рівно один раз. Циклічний ланцюг називається циклом.

Визначення. Нециклічний ланцюг називається простим, якщо в ньому жодна вершина не повторюється. Цикл з початком (і кінцем) в v0 називається простим, якщо в ньому жодна вершина, крім v0 не повторюється.

Зрозуміло, що частина ланцюга або циклу теж є ланцюгом або циклом.

Для орієнтованих графів вводяться в розгляд як неорієнтовані маршрути (ланцюги) (тобто не приймається до уваги орієнтація ребер), так і орієнтовані маршрути (ланцюги).

3.2. Зв’язаність

Нехай G - неорієнтований граф.

Визначення. Дві вершини „a” і „b” графу G називаються зв’язними, якщо існує маршрут S(a, b).

Якщо в S(a, b) деяка вершина vi повторюється більше одного разу, то відкидаючи циклічну ділянку S(vi, vi), отримаємо новий маршрут S’(a, b), в якому вершина vi зустрічається тільки один раз. Повторюючи цю процедуру для всіх таких вершин vi, приходимо до висновку: якщо дві вершини в графі можуть бути зв’язані маршрутом, то існує і простий ланцюг, який зв’язує ті ж вершини.

Визначення. Граф G називається зв’язним, якщо зв’язна будь-яка його пара вершин.

Всі підграфи G(Vi) зв’язного графу G(V) є теж зв’язними і називаються зв’язними компонентами графу.

Зауважимо, що зв’язність – відношення еквівалентності між вершинами графу:

а) довільна вершина v графу зв’язана сама з собою;

б) якщо „a” і „b” – зв’язні (тобто існує маршрут S(a, b)), то в силу неорієнтованості графу „b” і „а” теж зв’язані (маршрутом S(b, a));

в) якщо зв’язані „а” і „b” (маршрутом S1(a, b)) і „b” і „с” (маршрутом S2(b, c)), то існує маршрут з „а” в „с” (S1(a, b) + S2(b, c)), тобто вершини „a” і „c” теж зв’язані.

В силу відомого твердження з алгебри, граф G розбивається на класи еквівалентності – підграфи, в яких всі вершини є зв’язаними між собою і які не мають спільних вершин:
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таким чином, істинне

Твердження. Довільний неорієнтований граф розбивається на пряму суму своїх зв’язаних компонент.

Це дозволяє більшість задач зводити до випадку зв’язаних графів.

3.3. Відстань, діаметр, радіус і центр графу

Нехай G - зв’язний, неорієнтований граф. Оскільки дві довільні вершини „a” і „b” – зв’язані, то в загальному випадку існує декілька простих ланцюгів Si(a, b), які з’єднують „a” і „b”. В цій множині ланцюгів має існувати ланцюг, який має найменшу довжину. Ця найменша довжина і називається відстанню між „a” і „b”: d(a, b). Будемо вважати за визначенням, що d(a, a) = 0.

Введена відстань задовольняє всі аксіоми метрики:

1) d(a, b) ( 0;

2) d(a, b) = 0  тоді і тільки тоді, коли a = b;

3) d(a, b) = d(b, a);

4) d(a, b) + d(b, c) ( d(a, c).

Для скінченного графу можна ввести поняття діаметру.

Визначення. Діаметр графу G(V):
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Виберемо деяку вершину c ( V і позначимо через
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віддаль від с до найбільш віддаленої вершини графу.

Назвемо c0 центром графу G, якщо
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Зауважимо, що центр графу не єдиний.
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Рис.6

Наприклад, для графу, зображеного на рис. 6, радіус r0 = 1; центр графу c0 = v2 або c0 = v4.

3.4 Алгоритм Дейкстри

Розглянемо наступну задачу: заданий скінченний орієнтований граф G, кожному ребру якого приписана його числова характеристика („довжина”). Необхідно знайти найкоротший шлях від заданої вершини (позначимо її через s) до всіх решта вершин графу.

Для розв’язання цієї задачі найбільшого розповсюдження набув алгоритм Декстри, згідно з яким всі вершини графу G(V) необхідно впорядкувати по зростанню їх відстані від вершини s:

d(s, u0) ( d(s, u1) ( … ( d(s, un)  і V = { u0, u1, …, un}.

Ця послідовність будується інтеративно. Перша вершина в ній відома:


u0 = s; d(s, u0) = 0.

Нехай відомі перші (l + 1) вершини цієї послідовності:


{u0 = s, u1, …, ul},

які ми будемо надалі називати фіксованими. Це означає, що вершина u1 ближча від s, ніж всі решта (тобто нефіксовані) вершини.

Для кожної нефіксованої вершини у графу модифікуємо її відстань від s: якщо існує e(ui, v) і d(s, ui) + d(ui, v) ( d(s, v) , то d(s, v) = d(s, ui) + d(ui, v) і передостанньою вершиною в найкоротшому (на даний час) шляху, який з’єднує s з v, буде вершина ui. Після цього серед всіх нефіксованих вершин знаходимо ту, відстань до якої від s є найменшою. Ця вершина і буде наступною в послідовності (тобто ui + 1).

Алгоритм Дейкстри.

Масиви, що використовуються:

VID: VID(i) – найкоротша на даний момент відстань від s до i -ї вершини графу;

FIX: FIX(i) = 1, якщо i-та вершина графу є фіксованою;

PRED: PRED(i) містить передостанню вершину в найкоротшому з усіх відомих на даний момент шляхів від s до і-ї вершини графу.

1) Початкові установки.

Для початкової вершини: VID(s) = 0, FIX(s) = 0, PRED(s) = s.

Для всіх інших вершин графу: VID(v) = (, FIX(v) = 0, PRED(v) = v.

Біжуча вершина: u = s, i = 1.

2) Цикл по тих вершинах графу G, для яких FIX(v) = 0


якщо існує e = (u, v) і VID(u) + d(u, v) ( VID(v)


то VID(v) = VID(u) + d(u, v), PRED(v) = u.
3) Серед вершин графу G, для яких FIX(v) = 0, знаходимо ту вершину v0, для якої
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4) FIX(v0) = 1, u = v0.
5) i = i + 1.

якщо i ( n,


то йти на 2).

6) Кінець.
В результаті масив VID містить найкоротші відстані від s до всіх вершин графу; по масиву PRED можна отримати найкоротший шлях від s до довільної вершини графу.

Приклад.
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Рис.7

Робота алгоритму проілюстрована в табл. 5, в якій кожний рядок відповідає одному циклу роботи алгоритму. Фіксовані вершини підкреслені, а біля вершини „u” на кожному кроці стоїть зірочка.
Таблиця 5

	i
	VID
	PRED

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	1
	0*
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	2
	0
	7
	∞
	8
	∞
	6*
	A
	A
	C
	A
	E
	A

	3
	0
	7*
	∞
	8
	∞
	6
	A
	A
	C
	A
	E
	A

	4
	0
	7
	∞
	8*
	∞
	6
	A
	A
	C
	A
	E
	A

	5
	0
	7
	∞
	8
	16*
	6
	A
	A
	C
	A
	D
	A

	6
	0
	7
	∞
	8
	16
	6
	A
	A
	C
	A
	D
	A


Найкоротший шлях від A, наприклад, до E будується, використовуючи масив PRED, таким чином: E ( D ( A.

3.5. Задача про ланцюги

Теорія графів почалася з розв’язування задачі про кенігсберзькі мости (Ейлер, XVIII ст.). Розташування мостів в м. Кенігсберг наведено на рис.8.
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Рис. 8.

В місті є 7 мостів {a, b, c, d, e, f, g}, які його розбивають на чотири частини {A, B, C, D}. Необхідно обійти всі мости міста, проходячи по кожному рівно один раз, і повернутись у початкову точку.

Граф для цієї задачі наведений на рис.9.
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Рис.9.

Загальна постановка задачі є наступною (Ейлер): в яких випадках у скінченному неорієнтованому графі можна знайти такий цикл, у якому кожне ребро графу зустрічалось би рівно один раз. Якщо такий цикл існує, то він називається ейлеревим циклом, а сам граф називається ейлеревим.

Твердження. Скінченний граф G(V) є ейлеровим тоді і тільки тоді, коли:

1) G(V) - зв’язний граф;

2) локальні степені всіх його вершин парні.

Алгоритм побудови ейлеревого циклу:

1) вибираємо довільну вершину a ( V;

2) будуємо довільний ланцюг P з початком у вершині „a”. Оскільки локальні степені всіх вершин графу є парні, то ланцюг може завершитись тільки в „a” (тобто він є циклом);

3) якщо P(a, a) містить не всі ребра графу G(V), то будуємо граф G1 = G ‑ P(a, a), в якому всі вершини мають теж парний локальний степінь. Оскільки граф G(V) є зв’язним, то серед вершин P(a, a) має знайтись вершина „b”, яка зв’язана ребром хоча б з однією вершиною графу G(V) (інакше граф G був би незв’язним);

4) будуємо з ребер графу G1 ланцюг P’, що починається у вершині „b” і може закінчуватись тільки у „b”; з ланцюгів P і P’ будуємо новий цикл:


P1(a, a) = P(a, b) ( P’(b, b) ( P(b, a);

5) якщо P1(a, a) не містить всіх ребер графу G(V), то, за аналогією з кроком 3) будуємо граф G2 = G – P1(a, a) і т.д.

З огляду на скінченність графу, цей процес зупинитися, коли всі ребра графу G(V) будуть вичерпані.

Узагальнюючи задачу Ейлера можна шукати найменшу кількість ланцюгів (не циклів!) P1, які не перетинаються по ребрах і покривають увесь зв’язний граф G(V).

Твердження. Нехай G(V) - скінченний зв’язний граф з k вершинами непарного локального степеня. Тоді мінімальна кількість ланцюгів, які не перетинаються по ребрах і покривають граф G, дорівнює k / 2.
Алгоритм побудови ланцюгів Pi.

1) з’єднуємо довільно чином пари вершин з непарним локальним степенем (для цього необхідно k / 2 ребер). При цьому утворюється граф G1, всі вершини якого мають парний степінь;

2) граф G1 є ейлеровим і в ньому існує ейлерів цикл S;

3) після відкидання з циклу S доданих на кроці 1) k / 2 ребер, отримуємо k / 2 ланцюгів, які покривають весь граф G.

Приклад
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Рис. 10.

Степені вершин графу:

	Вершина
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h

	Степінь
	2
	4
	5
	3
	2
	3
	4
	3


Таким чином, k = 4. З’єднаємо ребрами вершини (c, d) та (f, h) (на рис.10 ці ребра позначені штриховими лініями).

Поетапно побудуємо для утвореного графу цикл Ейлера:

а) P1 = (І, ІІІ, ІІ);

б) P2 = (І, ІХ, VI, IV, III, II);

в) P3 = (І, IX, XIII, XII, XI, VI, IV, III, II);

г) P4 = (I, IX, XIV, X, VIII, XIII, XII, XI, VI, IV, III, II);

д) P5 = (I, IX, XIV, X, VIII, XIII, XII, XI, VI, VII, XV, V, IV, III, II).

Віднімаючи додані раніше ребра XIV і XV, отримаємо три ланцюги:

1) (І, Х);

2) (Х, VIII, XIII, XII, XI, VI, VII);

3) (V, IV, III, II).

Зауважимо, що перший і третій ланцюги мають спільний кінець – вершину „а”. „Склеюючи” ці ланцюги, отримаємо остаточно:

1) (V, IV, III, II, I, IX);

2) (X, VIII, XIII, XII, XI, VI, VII).

Для орієнтованих графів має місце

Твердження. Нехай G(V) - орієнтований зв’язний граф. Граф G містить ейлерів цикл тоді і тільки тоді, коли у кожну вершину v входять стільки ж ребер, скільки і виходить:

((v) = (*(v).

Якщо в неорієнтованому графі кожне неорієнтоване ребро замінити двома орієнтованими і протилежно направленими, то мають місце умови попереднього твердження і тому правильне таке

Твердження. У скінченному зв’язному неорієнтованому графі завжди можна побудувати орієнтований цикл, який проходить через кожне ребро по одному разу в кожному з двох напрямків.

3.6. Гамільтонові цикли

Визначення. Гамільтонів цикл – це цикл, який проходить по кожній вершині графа і рівно один раз.

До знаходження гамільтонового циклу приводить, наприклад, задача комівояжера: деякий район містить пеану кількість міст, які повинен обійти комівояжер. Відомі відстані між всіма містами. Необхідно знайти найкоротший шлях, який проходить через всі міста і повертається в початковий пункт.

Незважаючи на подібність у формулюванні для ейлерових і гамільтонових циклів, відповідні теорії мають мало спільного. Критерій існування ейлеревих циклів був встановлений достатньо просто; для гамільтонових циклів ніякого загального правила невідомо. Більше того, для конкретних графів іноді тяжко встановити, чи існує взагалі такий цикл. Тому обмежимось одним критерієм.

Твердження. (Дірак). Якщо в графі G(V) з n вершинами для довільної вершини v ( V : ((v) ( n / 2, то в графі існує гамільтонів цикл.

На закінчення зауважимо, що є різні задачі пошуку маршрутів у графі:

- з’ясування чи граф є ейлеревим та знаходження відповідного ейлеревого циклу

- знаходження найменшої кількості ланцюгів, які не мають спільних ребер та покривають увесь граф

- з’ясування чи граф є гамільтоновим

- знаходження маршрут, що зв’язує дві довільні задані вершини

- знайти найкоротший шлях з однієї заданої вершини в іншу задану вершину (зокрема для зважених графів)
4. Деякі класи графів

4.1. Дерева

Дерева ( це особливий і дуже важливий клас графів. Особлива роль дерев визначається як широким їхнім застосуванням у різних галузях науки і практики, так і тим особливим положенням, яке дерева займають у самій теорії графів. Останнє випливає з граничної простоти будови дерев. Часто при розв’язуванні різних задач теорії графів їхнє дослідження починають з дерев. Зокрема, порівняно нескладною є проблема перевірки ізоморфності дерев.

Твердження 1. В дереві дві довільні вершини зв’язані єдиним ланцюгом (інакше був би цикл).

Твердження 2.Довільний ланцюг у дереві є простим.

Визначення. У довільному графі G вершина v називається кінцевою, якщо ((v) = 1, тобто існує одне ребро, інцидентне вершині v, і це ребро називається кінцевим.

Твердження 3. У дереві є хоча б дві кінцеві вершини.

Розглянемо дерево G і виберемо довільну вершину v0. Кожному ребру e = (a, b) зіставимо той кінець, який більш віддалений від v0 (оскільки в дереві всі ланцюги є простими, то від довільної вершини до v0 веде лише один ланцюг). 
Твердження 4.Для дерева виконується рівність vV – vE = 1 (vV - кількість вершин, vE - кількість ребер).

Твердження 5. У дереві кожне ребро суттєве (його вилучення веде до порушення зв’язаності графа).

Визначення. В довільному скінченному зв’язаному графі G циклічний ранг:

((G) = vE ‑ vV + 1.

Твердження. Для довільного скінченного зв’язаного графа G циклічний ранг


((G) ( 0

і дорівнює кількості ребер, які необхідно вилучити з G для того, щоб отримати дерево (скелет графа).

Для дерев ((G) = 0.

Дерева використовують для розв’язання такої задачі: необхідно з’єднати „n” міст залізничною колією таким чином, щоб не будувати зайвих ліній. При цьому вважається відомим вартість будівництва колії між двома довільними містами. Таким чином, необхідно побудувати зв’язний граф G, який містить всі задані вершини і для якого повна вартість 
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 була б найменшою. Очевидно, що граф G - дерево.

Алгоритм розв’язання.

Вибираємо ребро ei з найменшою вартістю. Отримаємо граф A1 = {e1}. На кожному наступному кроці до Ai ‑ 1 додаємо ребро, яке має найменшу вартість серед тих, що залишились, і таке, що граф Ai = Ai ‑ 1 ( {ei} не має циклів. Останній граф An ‑ 1 = G і є шуканим.

4.2. Двочасткові графи

Граф G =(V,E ) називається двочастковим, якщо існує розбиття {V1,V2} множини вершин V на дві підмножини (частки) таке, що для довільного ребра (v,w)(E виконується або v (V1 i w (V2, або v (V2 i w (V1. 

Двочастковий граф G =(V,E ) називається повним двочастковим графом, якщо для будь-якої пари вершин його часток v (V1 i w (V2 маємо (v,w)(E. Якщо |V1|=m i |V2|=n, то повний двочастковий граф G позначається Km,n.

Теорема (теорема Кеніга). Граф є двочастковим тоді і тільки тоді, коли всі його цикли мають парну довжину.
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Визначення. Нехай G(V1, V2) - дводольний граф. Пароз’єднання – це підмножина ребер графу G:{(xi, yj), …}, де xi ( V1 а yj ( V2, причому жодні два ребра не мають спільних вершин.

Визначення. Максимальне пароз’єднання (П) – це пароз’єднання дводольного графу G, яке має найбільшу кількість ребер.

Розглянемо таку задачу: знайти максимальне пароз’єднання, яке містить всі вершини множини V1.

Твердження (теорема Холла). Максимальне пароз’єднання П дводольного графу покриває всі вершини множин V1 тоді і тільки тоді, якщо для довільної множини U1 ( V1 кількість елементів у множині U2 ( V2, яка містить всі вершини, з’єднані ребром хоча б однією вершиною з U1, не менша від кількості вершин множини U1.

Алгоритм побудови максимального пароз’єднання П.

Будемо вважати, що умови теореми Холла виконані. Задамося довільним пароз’єднанням П0. Якщо воно не охоплює всіх вершин множини V1, то існує x0 : x0 ( V1 і x0 ( П0.

Побудуємо
W0 = {x0};

W1 = {y | (x0, y) ( G};

W2 = {x | (x, y) ( П0, y ( W1, x ( W0};

W3 = {y | (x, y) ( G, x ( W2, y ( W1};

W4 = {x | (x, y) ( П0, y ( W3, x ( W0 ( W2};

W5 = {y | (x, y) ( G, x ( W4, y ( W1 ( W3};

.   .   .

Зауважимо, що, згідно з побудовою, в множинах W1 і W2, W3 і W4, W5 і W6 і т.д. попарно однакова кількість елементів. Крім того, послідовність вершин Wi не може закінчитись на множині з парним індексом W2k, оскільки для множини


U1 = W0 ( W2( … ( W2k ( V1
кількість вершин у відповідній множині


U2 = W1 ( W3( … ( W2k - 1 ( V2
(U2 містить всі вершини графу, які з’єднані ребром хоча б з однією з вершин множини U1) на одиницю більше, що суперечить умові теореми Холла. Тому існує вершина y*:


y* ( W2k - 1 і y* ( П0.

Тоді існує шлях S, який починається з x0, проходить через вершини множин W1 і закінчується в y* і містить непарну (2k ‑ 1) кількість ребер:


S = {e1, e2, …, e2k - 1},

причому всі парні ребра e2k ( П0.

Нове пароз’єднання П1 будуємо наступним чином:


П1 = П0 \ {e2 ( e4 (…( e2k - 2} ( {e1 ( e2 (…( e2k - 1}.

Пароз’єднання П1 містить на одне ребро і на одну вершину з множини V1 більше ніж П0. Якщо П1 охоплює всі вершини множини V1, то беремо деяку вершину x0 : x0 ( V1 і x0 ( П1 і т.д.

Приклад
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П0 = {(x1, y1), (x3, y2)}.

1)
W0 = (x2); W1 = (y2); W2 = (x3); W3 = (y1); W4 = (x1); W5 = (y4).


e1 = (x2, y2); e2 = (x3, y2); e3 = (x3, y1); e4 = (x1, y1); e5 = (x1, y4).


П1 = {(x2, y2), (x3, y1), (x1, y4)}.
2)
W0 = (x4); W1 = (y3, y4).


e1 = (x4, y3).


П = П2 = {(x1, y4), (x2, y2), (x3, y1), (x4, y3)}.

5. Плоскі та планарні графи
У багатьох випадках не має особливого значення, як зобразити граф у вигляді рисунка на площині (діаграми), оскільки ізоморфні графи подібні за своєю структурою і містять ту саму інформацію. Однак існують ситуації, коли необхідно, щоб зображення графа на площині задовольняло певні умови. Наприклад, якщо граф є моделлю деякої електронної схеми або транспортної мережі, де вершинами є окремі елементи схеми або станції, а ребрами, відповідно, ( електричні провідники і шляхи, то бажано так розташувати ці ребра на площині, щоб уникнути перетинів.

Таким чином виникає поняття плоского графа.

Граф називається плоским, якщо його діаграму можна зобразити на площині так, що лінії,  які відповідають ребрам графа, не перетинаються (тобто мають спільні точки тільки у вершинах графа). Таке зображення називається плоскою картою графа.

Граф називають планарним, якщо він ізоморфний деякому плоскому графу.

Наприклад, граф, зображений на рис., планарний, оскільки він ізоморфний графу, зображеному поруч. Простий цикл, дерево і ліс ( це також планарні графи.

Про планарні графи кажуть, що вони укладаються на площині або мають плоске укладання.



                                                       а)                                                                    б)

Рис.

При дослідженні плоских графів особливе місце займають графи K5 i K3,3, зображені на рис.



                                               K5                                         K3,3
   Рис.


Граф K3,3 виникає із задачі про три хати і три криниці.

Теорема. Графи K5 i K3,3 не є планарними.

Значення графів K5 i K3,3 полягає в тому, що вони є "єдиними" суттєво непланарними графами. Всі інші непланарні графи містять у собі підграфи "подібні" до K5 або K3,3. Характер цієї подібності розкривається за допомогою таких понять.

Елементарним стягуванням графа G =(V,E ) називається вилучення в графі G деякого ребра (vi,vj)(E і злиття вершин vi i vj в одну вершину v, причому  v  інцидентна всім тим відмінним від (vi,vj) ребрам графа G, які були інцидентні або vi , або vj.

Кажуть, що граф G стягується до графа G (, якщо G ( можна отримати з G за допомогою послідовності елементарних стягувань.

Приклад . На рис. зображено графи G i G (, при цьому G  стягується до G (.


                                  G                                                       G (
Рис.
Наведемо без доведення важливу теорему теорії графів.

Теорема (теорема Куратовського). Граф G є планарним тоді і тільки тоді, коли він не містить підграфів, що стягуються до K5 або K3,3.

6. Розфарбування графів
Нехай G =(V,E ) довільний граф, а Nk={1,2,...,k }.

Будь-яке відображення f :V ( Nk, яке ставить у відповідність кожній вершині v V деяке натуральне число f (v) Nk, називається розфарбуванням графа G. Число f  (v) називається кольором або номером фарби вершини v.

Розфарбування f графа G називається правильним, якщо для будь-яких його суміжних вершин v і w виконується f  (v)  f (w).

Мінімальне число k, для якого існує правильне розфарбування графа G, називається хроматичним числом графа G і позначається (G ).

Мінімальним правильним розфарбуванням графа G називається правильне розфарбування для k=(G ).
Для певних типів графів визначити хроматичні числа нескладно. Наприклад, 1-хроматичними є порожні графи G =(V,() і тільки вони. Хроматичне число повного графа Kn дорівнює n, а хроматичне число довільного двочасткового графа ( 2. 2-хроматичні графи часто називають біхроматичними.

Очевидними є такі твердження.

Лема 3.6. Якщо кожна зв’язна компонента графа G потребує для свого правильного розфарбування не більше k фарб, то ((G )(k.

Лема 3.7. Граф є біхроматичний тоді і тільки тоді, коли він двочастковий.

Зокрема, всі дерева і прості цикли парної довжини C2k є біхроматичні. У той же час, ((C2k+1)=3.

Використовуючи теорему 3.12 (Кеніга), останню лему можна переформулювати у такому вигляді.

Лема 3.8. Граф є біхроматичний тоді і тільки тоді, коли він не має циклів непарної довжини.

Проблема визначення, чи є заданий граф k-хроматичним для певного k, та проблема знаходження мінімального правильного розфарбування для заданого графа належать до класу задач, для яких на сьогодні не існують (і є всі підстави вважати, що не існують взагалі) ефективні точні алгоритми їх розв’язку. Тому важливими є результати, які дозволяють оцінити значення хроматичного числа ((G ), виходячи з певних характеристик та властивостей графа G.

Теорема 3.16. Позначимо через ((G ) найбільший зі степенів вершин графа G, тоді ((G ) ( ((G )+1.

Доведення проведемо індукцією за кількістю n вершин графа G. Для тривіального графа (n=1) і графів з двома вершинами нерівність виконується.

Нехай твердження теореми виконується для всіх графів з кількістю вершин t (t   (  2). Розглянемо довільний граф G з t  +1 вершиною. Вилучимо з G деяку вершину v, дістанемо граф G  (, всі степені вершин якого не перевищують ((G ). Отже, за припущенням індукції, для правильного розфарбування G  ( потрібно не більше ніж ((G )+1 фарба. Правильне розфарбування для G дістанемо з правильного розфарбування графа G (, якщо пофарбуємо вершину v у колір, відмінний від кольорів усіх суміжних із v вершин. Оскільки таких вершин не більше, ніж ((G ), то для правильного розфарбування графа G достатньо ((G )+1 фарба.

Наслідок 3.16.1. Для правильного розфарбування довільного кубічного графа достатньо чотири фарби.

Так склалося історично, що окреме місце в теорії графів займають дослідження з розфарбування планарних графів. Пов’язано це зі славетною проблемою або гіпотезою чотирьох фарб.

Грані плоскої карти назвемо суміжними, якщо їхні межі мають принаймні одне спільне ребро.

Гіпотеза чотирьох фарб виникла у зв’язку з розфарбуванням друкованих географічних карт (звідси й термін "плоска карта") і формулювалась так:

“Грані довільної плоскої карти можна розфарбувати не більше ніж чотирма фарбами так, що будь-які суміжні грані матимуть різні кольори”.

Згодом з’явилось інше, рівносильне, формулювання гіпотези чотирьох фарб.

Для правильного розфарбування вершин довільного планарного графа потрібно не більше чотирьох  фарб. 

Ця гіпотеза виникла в середині ХIХ століття. Більше ста років професійні та непрофесійні дослідники намагалися довести або спростувати цю гіпотезу. В результаті багаторічних досліджень виявилось, що для вирішення проблеми чотирьох фарб необхідно перевірити її справедливість для скінченного числа графів певного виду. Кількість варіантів, які потрібно було перебрати, була настільки великою, що тільки за допомогою потужної ЕОМ, яка неперервно працювала протягом більше двох місяців, у 1976 році справедливість гіпотези чотирьох фарб була підтверджена. Однак такий "фізичний" експериментальний спосіб доведення не зовсім влаштовує багатьох професійних математиків, і вони продовжують пошуки аналітичного доведення гіпотези.

На завершення зауважимо, що існують планарні графи, хроматичне число яких дорівнює 4. Найпростішим таким графом є K4. Отже, гіпотезу чотирьох фарб не можна "вдосконалити", перетворивши у "гіпотезу трьох фарб".
Список літератури

1.
Дискретна математика: Підручник / Ю.М.Бардачов, Н.А.Соколова, В.Є.Ходаков; за ред. В.Є.Ходакова. – К.: Вища школа, 2002. – 287с.

2.
Основи дискретної математики: Підручник / Ю.В.Капітонова, С.Л.Кривий, О.А.Летичевський, Г.М.Луцький, М.К. Печурін. – К.: Наукова думка, 2002. – 568с.

3.
Луцький Г.М., Кривий С.Л., Печурін М.К. Основи дискретної математики. – К.: ВІПОЛ, 1995. – 252с.

4.
Бородін О.I., Потьомкін Л.В., Сліпенко А.К. Основні поняття сучасної алгебри. - К.: Вища школа, 1993. -112 с.

f





d





c





4





a





г)





не ін’єкція і не сюр’єкція





бієкція





сюр’єкція, але не ін’єкція





ін’єкція, але не сюр’єкція





1





X





Y





a





2





3





4





5





b





c





а)





б)





c





b





5





4





3





2





a





Y





X





1





в)





c





b





g





f





3





2





a





Y





X





1





h





3





X





Y





b





1





2





3





2





c





d





а)





1





X





Y





a





1





2





3





4





b





c





б)





1





X





Y





a





2





3





b





c





в)





f





f





f





b





Y





X





a

































































2
19

_1111876810.unknown

_1113923557.unknown

_1137320661.unknown

_1137337282.unknown

_1143543953.unknown

_1143608233.unknown

_1206109603.unknown

_1206109692.unknown

_1209144396.doc


D







A







C







B







c







a







b







d







g







f















e












_1209738222.doc






































IV











VI







II







VIII







X







ХI







ХII







f







ХIII







XIV







c







g







IX







XV







b







VII







e







V







I







III











a







d







h












_1206109768.unknown

_1206109637.unknown

_1206109235.unknown

_1206109476.unknown

_1143608239.unknown

_1143543982.unknown

_1143543992.unknown

_1143543997.unknown

_1143543988.unknown

_1143543971.unknown

_1143543977.unknown

_1143543966.unknown

_1137671719.unknown

_1143530680.unknown

_1143531047.unknown

_1137672860.unknown

_1143530450.unknown

_1137671775.unknown

_1137338498.unknown

_1137667318.unknown

_1137337437.unknown

_1137333826.unknown

_1137336657.unknown

_1137336982.unknown

_1137333946.unknown

_1137333246.unknown

_1137333273.unknown

_1137333140.unknown

_1114364058.doc






























е)















































в)







д)







г)































































б)















а)








































































_1128857401.unknown

_1137319285.unknown

_1137320017.unknown

_1137320197.unknown

_1137319331.unknown

_1128894097.unknown

_1137318850.unknown

_1137319085.unknown

_1137228582.unknown

_1128879757.unknown

_1128879761.unknown

_1128857404.unknown

_1128860766.unknown

_1128856782.unknown

_1128857358.unknown

_1128857361.unknown

_1128857344.unknown

_1125240221.unknown

_1127753693.unknown

_1127753726.unknown

_1127752576.unknown

_1125239690.unknown

_1114364049.unknown

_1114364054.unknown

_1114364056.doc






































IV











5







II























6















4







2







I











3







VIII







VII







VI







V







III











7







IX







1












_1114364057.doc















































































































































































_1114364055.doc






































IV











4







II























5















2







3







I











1















VI







V







III











6











7












_1114364051.unknown

_1114364053.unknown

_1114364050.unknown

_1114364040.unknown

_1114364045.unknown

_1114364047.unknown

_1114364048.doc






































1







H3







H1







3







3







5







2







4







5







1







H2







2







4











3







1











2







2







4







1











G







4







3












_1114364046.unknown

_1114364042.unknown

_1114364043.doc






































v2















v0















































v3



















v5







v4







v1




























_1114364041.unknown

_1114364035.unknown

_1114364037.unknown

_1114364039.unknown

_1114364036.doc






































v2















v4















































v5



























v1




























_1114364032.doc






































e















d























D















c







A







f











C















b











g















a







B












_1114364034.doc






































8











C







2























E















7







D







6











B











s = A







5







8







14











A







6







F












_1114364028.doc






















































































































V2















V1
























































_1114364029.unknown

_1114364026.doc






































































y3















x3







x2















x1























y4











y1







x4







y2












_1111876828.unknown

_1111876837.unknown

_1111876841.unknown

_1111876843.unknown

_1111926385.unknown

_1111926616.unknown

_1113923399.doc


…







…







…







…







…







…







(4, 3)







(4, 2)







(4, 1)







(4, 0)







…







(3, 3)







(3, 2)







(3, 1)







(3, 0)







…







(2, 3)







(2, 2)







(2, 1)







(2, 0)







…







(1, 3)







(1, 2)







(1, 1)







(1, 0)







і т.д.







…







(0, 3)







(0, 2)







(0, 1)







(0, 0)












_1111926528.unknown

_1111924949.unknown

_1111876842.unknown

_1111876839.unknown

_1111876840.unknown

_1111876838.unknown

_1111876832.unknown

_1111876834.unknown

_1111876835.unknown

_1111876833.unknown

_1111876830.unknown

_1111876831.unknown

_1111876829.unknown

_1111876818.unknown

_1111876823.unknown

_1111876825.unknown

_1111876826.unknown

_1111876824.unknown

_1111876821.unknown

_1111876822.unknown

_1111876820.unknown

_1111876814.unknown

_1111876816.unknown

_1111876817.unknown

_1111876815.unknown

_1111876812.unknown

_1111876813.unknown

_1111876811.unknown

_1111876774.unknown

_1111876792.unknown

_1111876801.unknown

_1111876805.unknown

_1111876807.unknown

_1111876809.unknown

_1111876806.unknown

_1111876803.unknown

_1111876804.unknown

_1111876802.unknown

_1111876796.unknown

_1111876798.unknown

_1111876799.unknown

_1111876797.unknown

_1111876794.unknown

_1111876795.unknown

_1111876793.unknown

_1111876783.unknown

_1111876787.unknown

_1111876790.unknown

_1111876791.unknown

_1111876789.unknown

_1111876785.unknown

_1111876786.unknown

_1111876784.unknown

_1111876779.unknown

_1111876781.unknown

_1111876782.unknown

_1111876780.unknown

_1111876776.unknown

_1111876778.unknown

_1111876775.unknown

_1111876756.unknown

_1111876765.unknown

_1111876770.unknown

_1111876772.unknown

_1111876773.unknown

_1111876771.unknown

_1111876767.unknown

_1111876768.unknown

_1111876766.unknown

_1111876760.unknown

_1111876763.unknown

_1111876764.unknown

_1111876761.unknown

_1111876758.unknown

_1111876759.unknown

_1111876757.unknown

_1111876747.unknown

_1111876751.unknown

_1111876754.unknown

_1111876755.unknown

_1111876753.unknown

_1111876749.unknown

_1111876750.unknown

_1111876748.unknown

_1107104698.unknown

_1111876743.unknown

_1111876745.unknown

_1111876746.unknown

_1111876744.unknown

_1111876740.unknown

_1111876742.unknown

_1111876738.unknown

_1111876739.unknown

_1111876737.unknown

_1111876736.unknown

_1107098137.unknown

_1107104679.unknown

_1107022718.unknown

